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Ein Cyelus von Determinanten -Gleichungen. 


(Eine analytische Erweiterung des Pascalschen Theorems.) 


(Von Herrn Otto Hesse in München.) 


I. 


I den dreissiger Jahren hat Steiner eine Figur entdeckt, die wohl 
zu den elegantesten Erfindungen der neueren Geometrie gehört. Die Ent- 
deckung hat er in seiner Geometrie p. 311 mit folgenden Worten ausgedrückt: 
„Irgend 6 Punkte eines Kegelschnittes bestimmen 60 einbeschriebene einfache 
Sechsecke; in jedem der letzteren liegen die drei Punkte, in welchen die 


segenüberliegenden Seiten sich schneiden, in einer Geraden P, so dass 60 


solcher Geraden P stattfinden; von diesen 60 Geraden gehen drei und drei 
durch irgend einen Punkt AR, so dass 20 solcher Punkte #2 entstehen: und 
von diesen 20 Punkten AR liegen 15 mal 4 in einer Geraden S, so dass jeder 
in drei solcher Geraden liegt. (Welche Beziehungen haben diese 15 Geraden 
S zu einander ?)* 

Wenn man die Steinersche Figur ablöset von dem Kegelschnitte, auf 
welchen sie sich bezieht, so besteht dieselbe nur aus 15 geraden Linien $, 
welche sich zu dreien 20 mal in einem der 20 Punkte R schneiden. Der 
Charakter dieser complieirten Figur lässt sich, wie ich in diesem Journal 
Bd. 42 p. 269 gezeigt habe, viel einfacher als durch eine Zeichnung in fol- 
senden 20 linearen identischen Gleichungen darlegen: 

OÖ) o+o+te" =. 


je) de =e PP) c-a=e, YJa-b =, 


a) b' u ni 0, PN e- a’ ai; 0", y) a’ u h' u 0", 


| a) bh’ — e' Ber 0, p } e—d = 0 : y") ER h'' u 0", 


\a) «-a=r, a) «—-a=r, a,)a—-ad =r 


BP) "’ —-b"=r, pP) b"-b=er, P,)b-b =r", 





ar „' Bd * m » — [ A » 
70) A >; =[1t, Y,) u 8 =[f, Yr) ec ct 
dA) r+r+r"=0. 


Die geometrische Deutung dieser 20 identischen Gleichungen, vorzugs- 


weise die analytische Ausdehnung derselben Gleichungen, unter Beschränkungen. 
Journal für Mathematik Bd. LXXV. Heft 1. 1 
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die am Ende dieses Abschnittes dargelegt werden sollen, bilden den Gegen- 
stand dieser Abhandlung. 

Die Steinersche Figur geht von irgend drei geraden Linien o, o', o" 
aus. welche sich in einem beliebigen Punkte Öd schneiden. Sind demnach 
o=0, 0 —=0, 0" —=0 die Gleichungen dieser geraden Linien, so müssen sich 
dieselben mit constanten Factoren multipliciren lassen der Art, dass ihre 
Summe identisch verschwindet. Nimmt man aber an, dass die angegebenen 
Gleichungen schon diese Factoren haben, so ist die in (1.) aufgeführte iden- 
tische Gleichung 0) die Bedingung des Anfanges der weiter auszuführenden 
Steinerschen Figur. 

Den genannten drei geraden Linien ist irgend ein Dreieck einbeschrieben, 


U) () Z 


dessen Ecken «, 5", y’ der Reihe nach in den geraden Linien vo, o', o 
liegen. Sind nun A=0, B=0, C=0 die Gleichungen der den genannten 
Ecken gegenüberliegenden Seiten. so müssen sich sechs constante Factoren 


0, P,y, @, P', y finden lassen der Art, dass man identisch hat: 
BB-y'C=o, yC-aA=o, aA-PB=e" 
und mit Rücksicht auf die identische Gleichung 0): 
(e-a)A+HP-P)B+Y-r)C = 0. 


Da diese identische Gleichung aber aussagt, dass die Seiten des Dreieckes 
durch einen und denselben Punkt gehen, was gegen die Voraussetzung ist, 
so mus e—=a«', = fP', y=y' sein. Setzt man nun eA=a, PB=b, yÜ=e, 
so sind a=0, b=0, e=0 die Gleichungen der Seiten des Dreieckes und 
die identischen Gleichungen «), /"),. y') die Bedingungen, dass das Dreieck 
den drei geraden Linien o wirklich einbeschrieben ist. 

Beschreibt man den drei geraden Linien 9 ein zweites Dreieck «''y' 
ein. dessen Seiten in gleicher Weise durch die Gleichungen «=0, b’ =0, 
ce —0 auseedrückt seien. und ein drittes Dreieck mit den Seiten a’ =, 
b" 0, ec" —=0, so lässt sich annehmen, dass diese Gleichungen bereits mit 
solchen constanten Factoren multiplieirt seien, dass man die identischen Glei- 
chungen hat «'), 5). y), «"), 2"), y"). welche die Bedingungen der bis dahin 
beschriebenen Steinerschen Figur ausdrücken. 

Definirt man nun die drei linearen Ausdrücke vr, r', r" durch die iden- 
Iischen Gleichungen «,). &,). &,,). so sieht man. dass alle übrigen Gleichungen 1.) 
aus den besprochenen unmittelbare Folgen sind. Diese Gleichungen sind aber 


der Ausdruck für bemerkenswerthe Eigenschaften der beschriebenen Figur. 





er 


T. 
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Denn die identischen Gleichungen «,), 4), 7.) beweisen, dass die correspon- 
direnden Seiten des zweiten und dritten Dreieckes, welche den drei geraden 


Linien o einbeschrieben wurden, sich in drei Punkten o,, /%, 7, schneiden, 
welche auf derselben geraden Linie r = liegen. Gombinirt man ebenso das 


dritte und erste den geraden Linien o einbeschriebene Dreieck oder das erste 
und zweite, so erhält man die Schnittpunkte «@,, ,, 7, oder &,,. Pr» Yır 
welche respective auf den geraden Linien !" —=0 oder r"—=0 liegen. Die 
letzte identische Gleichung (1.) giebt den Beweis, dass auch die drei geraden 
Linien r sich in einem Punkte d schneiden. 

Die beschriebene Figur ist die Steinersche. Sie besteht aus 15 „e- 
raden Linien 8: 


ie ! zj / ö 
E 0 0 dt ) ( 
2.) r, r =. € 
| ee m 
und den 20 Punkten R: 

ee 

a OR >: 
& Pu Ju 0%, Pı Jr nr Pr Yır 


Die Steinersche Figur lässt sich bequem in folgendem Satze ausdrücken: 

„Wenn man dreien geraden Linien o, welche von demselben Punkte Ö 
ausgehen, drei Dreiecke einbeschreibt, so schneiden sich die correspondirenden 
Seiten von je zwei dieser Dreiecke in drei Punkten, welche in einer geraden 
Linie r liegen, und die drei den Dreieck-Paaren entsprechenden geraden Linien 
r schneiden sich wieder in einem Punkte d.“ 

Der Charakter der Figur spricht sich in diesem Satze aber nicht so 
deutlich aus als in den aufgestellten identischen Gleichungen (1.). Denn aus 
dem Satze ist es nicht sogleich ersichtlich, wie man umgekehrt von den drei 
geraden Linien r ausgehend, welche sich in dem Punkte d schneiden, in um- 
gekehrter Richtung ohne die Figur zu verlassen zu dem dem Punkte d ent- 
sprechenden Punkte Ö gelangen muss. 

Dass die Punkte d und d in der Figur gleichberechtigt sind. ersieht 
man aus den identischen Gleichungen (1.) sofort, wenn man die geometrische 
Interpretation derselben in umgekehrter Ordnung, von der letzten Gleichung 
ausgehend, unternimmt. Die Punkte d und d sind deshalb conjugirte Punkte. 

Ebenso wie die Punkte Ö und d in der Steinerschen Figur einander 
entsprechen, so entsprechen einander auch je zwei von den 20 Punkten R, 


> 
1 ww 
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wie die Zusammenstellung derselben in (3.) angiebt, zum Beispiel die Punkte 
e und o,. 


Um dieses leichter einzusehen, wiederholen wir nur die 20 identischen 
Gleichungen in veränderter Reihenfolge: 


a) b-c—o = O0 


P’) a +0' =tC y') dad — 0" — b Ö) — 0 — 0" = 0 
‚ f ' 
vn e —-r =c ß) b’—-r =b «a, b"—c"=e 
Yı) e+r"=ce An) b+r"=b ©) b’—-c =o 
y') bh’ 4 0" ie a' y") b’+ g" ten a’ Bu) h' BEN — pr 
A) d-0 =a Pr) -d =a y) d-cd'=ı 
#_., \ Ton d\ ’ N 
Er) a—ı =(4d G,) Ad u 7 = GG ) —r—ı = 
a) a -a"—r =. 


Denn die geometrische Interpretation dieser Gleichungen nach Art 
der Gleichungen (1.) ergiebt, dass, wenn man von den drei geraden Linien 
b, ce, oe ausgeht, welche sich in dem Punkte «’ schneiden, man in der Steiner- 
schen Figur auf die geraden Linien a’, a’, r geführt wird, welche sich in 
dem dem Punkte « entsprechenden Punkte «, schneiden. 

Es vereinfacht sich demnach die Anschauung der Steinerschen Figur, 
wenn man die ältere Bezeichnung der 20 Steinerschen Punkte aufgiebt und, 
wie von Schröter in seiner Geomelrie p. 166 bereits geschehen, nunmehr von 
den 10 Steinerschen Punktepaaren AR und den 15 sSteinerschen geraden 
Linien S spricht. 

Diese Bezeichnung wird sich mehr noch empfehlen, wenn man die 
Steinersche Figur nicht, wie hier, von ihrem Ursprunge, den 6 Punkten auf 
einem Kegelschnitte, irennt und es unternimmt nach Anleitung in diesem Journal 
Bd. 68 pag. 205 und mit Hülfe des Uebertragungs-Prinzipes in Schlömilchs 
Journal 11. Jahrgang p. 425 die Resolventen des 10. und 15. Grades von 
Lagrange, Traite de la resolution des equalions numeriques p. 260 einer al- 
gebraischen Gleichung des 6. Grades geomelrisch zu construiren. 

Die disculirte Steinersche Figur ging von drei geraden Linien 0 aus, 
welchen irgend drei Dreiecke abe, a'b’c, a’b"c" einbeschrieben waren. 
Nimmt man aber Abstand von dem dritten einbeschriebenen Dreiecke und 
definirt die drei Ausdrücke «’b’e” durch die identischen Gleichungen: 


a+b+c—=0. b'+c+Äd=0,. ce +a+b=0, 





\w 


mm) min 
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so sieht man, dass in (1.) die Gleichungen «”) 9") 


y’) aus den vorhergehen- 

den und den die Ausdrücke a” 5b’ ec” definirenden Gleichungen folgen. Es 

ist deshalb das Dreieck mit den Seiten «’ = 0, b" =0, ec” — 0 ebenfalls den 

drei geraden Linien 9 einbeschrieben, jedoch nicht willkürlich, sondern be- 

dingt durch die beiden ersten Dreiecke. Die Figur wird hierdurch eine 

specielle Steinersche und ihr Charakter drückt sich ebenfalls durch die 20 

identischen Gleichungen (1.) aus, aber mit Anschluss der identischen Gleichungen: 
4 | «+b+c.=-0 b"’+c+«@=0 c+a+b=0 

Re" [a@+b+ce=0 b’+c+a=0 c"+a+b =0, 

welche einfache Folgen aus den kurz vorhergehenden sind. 

Die Gleichungen «,,), /,,)» /,,) beweisen, dass die geraden Linien aa, 
bb', cc’ die gegenüberliegenden Seiten eines Pascalschen Sechseckes sind, 
welche sich paarweise in drei Punkten der Pascalschen Linie r" schneiden. 
In diesem Sechsecke sind, wie die Gleichungen (4.) darthun, «' 5b’ ce” die 
Diagonalen, welche die gegenüberliegenden Ecken des Sechseckes verbinden. 

Geht man nun in der Beschreibung der speciellen Steinerschen Figur, 
welche in den angegebenen 26 Gleichungen ihren analytischen Ausdruck hat, 
nicht von den drei geraden Linien g aus, welchen drei Dreiecke einbeschrieben 
wurden, sondern von dem genannten Pascalschen Sechsecke, so lässt sich 
dieselbe durch folgenden Satz ausdrücken: 

„Wenn man in einem Pascalschen Sechsecke die drei Diagonalen zieht, 
welche die gegenüberliegenden Ecken verbinden, so bilden die geraden Seiten 
des Sechseckes, die ungeraden Seiten und die drei Diagonalen drei Dreiecke, 
welche dreien von einem Punkte ausgehenden geraden Linien 0 einbeschrieben 
sind. Die entsprechenden Seiten je zweier von diesen Dreiecken schneiden 
sich paarweise in einer geraden Linie r, und die drei geraden Linien r schneiden 
sich wieder in einem Punkte.“ 

Die Erweiterung dieses Satzes oder, analytisch gefasst, die Erweiterung 
der 26 den Satz beweisenden identischen Gleichungen wird der Gegenstand 
des folgenden Abschnittes sein. 


HI. 
Wenn R die Determinante bedeutet: R= I +tu)ul...u”, so hat man 
bekanntlich: 


d’R 2 > dR dR 5 dR dR- 








fi 4 / Zu rL 
du, dw): du, dus du, du). 
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Die Ausdrücke, aus welchen die Gleichung zusammengesetzt ist, sind 
sämmtlich Determinanten. Führt man die Bezeichnungen ein: 4, [ey, 20], 


«7 für die Determinanten: 
ZB Us Om Yu) 











| | 
| | 0 () 
a nr Uns. Uns Go, 
| Un Un) En | 
(RAN en. I —_— us Be 
od.) Di zule a es) [D4 y) — ns» ns /n 0 — = 
h > n n | : | ö; | ) m) ’ L pl u, U, 9 0, ’ 
U, U, / I) ] , 0,0 ) 2 
| Po us 0 
) 


O4: 0 


so hat man auf Grund der angegebenen Gleichung: 
(6.) Aley, Pd] = [eß][yd]—-[ed][yP). 

Diese Gleichung unter der Bezeichnung (5.) wird der Ausgangspunkt 
sein der nachfolgenden Entwickelungen. Sie lehrt. dass die Determinante 
[oy, 59] nur ihr Vorzeichen ändert, wenn man die Buchstaben & und y oder 
die Buchstaben ? und d mit Sinähr vertauscht, was auch an der Determi- 
nante selber in (9.) zu Tage tritt. 

Wenn man in der Gleichung (6.) die Buchstaben 5 und y mit ein- 
ander vertauscht und in der daraus hervorgehenden Gleichung wieder die 
Buchstaben ?% und Ö mit einander vertauscht, so erhält man: 

A[lep,yd] = [ey] [P9]—[e0] |; 
] = [e71[08]- [aß] [07] 

Die Differenz der beiden Gleichungen giebt unter der Voraussetzung, 

dass a;=uf, dass also die Determinante A eine symmetrische sei, weil 


dann [297 = [dp] ist, mit Rücksicht auf (6.) folgendes Resultat: 
A |[eP, yd]—[ed, yP]) [ep] 1y01— [ed] [yP] 
=&ü ay, 9], 
und mit Unterdrückung des Factors Ä& haben wir: 
(2. [eP, 70] = Ley, PO]+[ed, yP]. 

Von dieser Gleichung wird in dem Folgenden kein Gebrauch gemacht 
werden. Ich habe sie aber nicht unterdrücken wollen, weil sie beweiset, 
dass man, wie von dem Multiplications-Theorem der Determinanten, so auch 
unter Beschränkungen von dem Additions-Theorem der Determinanten sprechen 
kann. Wie das Product zweier Determinanten sich wieder als eine Deter- 
minante darstellt, welche zusammengesetzt ist aus den Elementen der Facloren, 
so stellt sich hier die Summe zweier Determinanten dar als eine Determinante 


zusammengeselzt aus den Elementen der Summanden 
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Eine zweite ähnlich gebildete Gleichung leitet man unter der gleichen 
Voraussetzung u = u; aus den beiden oben aus (6.) hervorgegangenen Glei- 
chungen ab, wenn man die erste mit [a] |[y0] meitiplicht und die zweile mit 
[@d][yP] multiplieirte Gleichung abzieht. Dadurch erhält man mit Rücksicht 
auf (6.): 

A |[eP, 79] [ep] [79] — Led, YPlled]7P]} = Terz] 1R9] teB]1y9]— [ed] yP]} 
Aley][PJ9][ey, P0], 


und mit Unterdrückung des Factors A 


(8.*) [eP, yodilep]Iy0] = Ley, PO]Ley][P9]+ ed, YPlled][7P]; 
eine Gleichung, welche wegen ihrer Beschränkung eben so wenig als die vor- 
hergehende (7 *,) in die folgenden Entwickelungen einzugreifen berufen ist. 

Um eine andere Art von Determinanten-Gleichungen abzuleiten, welche 
der eben gemachten Vorausselzung nicht bedürfen, setzen wir in (6.) für die 
Buchstaben 5% und y respective © und &. Dadurch geht die genannte Glei- 
chung über in: 

Alae, 0] = [ae] [ed] — [ed] ]eÖ]. 

Multiplieirt man diese Gleichung mit [y?] und zieht sie von der mit 
[eC] multiplieirten Gleichung (6.) ab, so erhält man: 

A l&&]le7, POJ—TyPlles, 50 = Tep]iy]Tes]—1yP]Te]Te2]. 

Der linke Theil dieser identischen Gieichung ist das Product zweier 
Factoren, von welchen der erste Ä sich nicht ändert, wenn die Buchstaben 
0, P, ».. £ verändert werden. Der andere Factor 0" 


= fe, ‚|ley, RI] — [YP]lee, 0] 


ändert sich jedoch a mit den Buchstaben o, P, ... ©. Vertauscht man 
aber diese Buchstaben in der Weise, dass der rechte Theil der vorhergehenden 
identischen Gleichung ungeändert bleibt, so wird durch die gleiche Vertauschung 
auch 9” ungeändert bleiben, wenngleich die Form dieses Ausdruckes sich ändert. 

Der rechte Theil der angegebenen identischen Gleichung bleibt aber 
ungeändert, wenn man für die Buchstaben «, /, y, Ö, &, T respeclive selzt 
y,‚0,8L,.a, ß oder es, L, eo, ß d. Man hat daher 


9 b 7; 


(9.) Ao" = [eplfyd][ed]— TyP]Ted] ed) 


(0" = [e£]ley, P9]—[yP]Les, 20] 
10) = [oß]lye, 0%]-[e0 ]Iya, #2] 
_— [YO ][ ee, SB]-[eö][ey; dp]. 








.. 
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Hieraus entspringt nun durch cyelische Vertauschung der Buchstaben 

a, y, € ein ganzes System identischer Gleichungen. Denn setzt man y, &, « 
für @, y, &, so wird: 

11.) Ae = yPlledllec]—[er]leo]tz 


|? — [eö][ye, P9]—[ep][ye, ! 0) 
(12.) ( = vp)\lee, 0° 1—[ [ad] [ey, | 3c] 


| = [ed]lay, 53]-[rllles, 08). 

Selzt man &, a, y für @, y, &, so gehen (9.) und (10.) über in: 
13.) A = [e8]led][y&I-Te@]tyoltel) 
€ = Ellen, B0]-[eölley, 20] 


] 


(14.) —= [&9][ey, 0%] —- yo ][ee, PT) 
= [ad] [ye, SP] [ei ][ye, dp]. 


Addirt man endlich (9.). (11.). (13.),. so erhält man: 
15.) o+o+o" =. 

Hieraus entspringt nun ein zweites System identischer Gleichungen, 
wenn man die Buchstaben d und { mit einander vertauscht. Bezeichnet man 
nämlich die Ausdrücke, in welche 0”, o, 0’ durch diese Vertauschungen über- 
gehen, respective mit r", r', r, so erhält man aus (9.) bis (15.) folgendes 
System: 

(16.) Ar’ = [ep][yZ]Ted]— [YP]Tei] TI] 

|” = [ed ][ey, PI-IyYP]lee, 9%) 

(17.) | == Balz j CS - -[e£ ][ye, 90) 

—= [yö][ee, dP 1-fod]t ey, CP] 

Be) De = an [eC ] [ed] — [eP][eü][y9) 

[ed] [re AS] [eß ]Iye; 05) 

(19.) — vPllee, C01—foülfe e/, 90] 

| = [e£]ley, 06] [70] lee, &B] 

20.) Ar = [eßlle&]l70]-[eß]tz£1ted 
in. 


[9] Lee, PS] — [eajl [87 9%] 
! 


Pr Lone) 


nr 


7 

| — [ef Iley, Co] — [7 [YS]l[ le, [I D) 
| = fat]lye, 09]-[e0]lye, 63] 
(22.) r+r+r' = 0. 


Um über dieses Chaos von Gleichungen einen Ueberblick zu ge- 
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winnen, führen wir die Bezeichnungen ein: 


a = [epl[ey, Cd) a” [y0] [sa, CP] 





je = [eö][ye, OP] 
(23.) b=[yP]llen, d%]) = [0] [0y,&ß] 5" = [eö][ey, dp] 
>] 


ei lad] ey B == [Y5 IIee, N) P) ce" == |€/3 || a7 . 0]. 


Hierdurch kommen nämlich alle Gleichungen (9.) bis (22.) zurück auf 
die 20 Gleichungen (1.) mit Ausschluss der 6 folgenden Gleichungen, welche 


die 6 Ausdrücke o und r definiren: 


oe = [73][ed J[e2]- [eß]le0]1y%) 

\“* = [eP [ed [yS]- |[yo]LeS] 

a0 ar = le) tete 
Ar [&9 ][eQ] [yd |— [ep] 5 G | [ed] 

[ar = YPlLes ]Ted]— [ep ]les]ly0] 

Ar" = [eB]7EJLed PL ]Te0]. 


An den 9 Determinanten- Ausdrücken (23.) kann man die Bemerkung 
machen, dass dieselben in einander übergehen, aber das entgegengesetzle Vor- 
zeichen annehmen, wenn man entweder irgend zwei von den Buchstaben «, 
y, & oder irgend zwei von den Buchstaben /, d, I mit einander vertauscht. 

Von diesen Eigenschaften der 9 Determinanten-Ausdrücke (23.) werden 
wir Gebrauch machen zur Entscheidung der Frage, ob dieselben so allgemein 
sind. dass sie nur den 20 Gleichungen (1.) genügen, oder ob sie auch den 
Bedingungen (4.) oder ähnlichen Bedingungen unterworfen sind. Das letztere 
trifft zu, und es wird unsere Aufgabe sein, dieses nachzuweisen. 

Nehmen wir zu diesem Zwecke irgend einen der Ausdrücke, welche 
nach (4.) verschwinden, zum Beispiel den Ausdruck E: 

25.) E= a+b+dc., 
so stellt sich derselbe nach (23.) so dar: 
(26.) E = [:ö][ey, P0]-+ [ed] [ey, £]+ [eP][ey, 9%]. 


Man hat aber nach (6.) und mit Vertauschung der Buchstaben in 


art 


dieser Gleichung: 
Al[ey, 9] = [ep] [yo — [ad] [yP 
Aley, 5] = led) le 172] 
Aley, d&) = [ed][y&] —[ei]1y0). 


_ Multiplieirt man demnach die Gleichung (26.) mit A, so stellt sich 


Lu 


Journal für Mathematik Bd. LXXV. Heft 1. 2 








10 Hesse, Erweiterung des Pascalschen Theorems. 


der rechte Theil der Gleichung als eine Determinante dar wie folgt: 
[aß], [ad], [et 
27) AE = IP], 170), DE], 
(&P]» Led], [ei] 


welche beweiset, dass E nur sein Vorzeichen ändert, wenn man irgend zwei 
Buchstaben «@, y, & oder irgend zwei Buchstaben 5, d, Z mit einander 








vertauscht. 
Diese Vertauschungen lassen nun aus (25.) folgende 6 identische 


Gleichungen hervorgehen: 
| a +b+cC=E b’+c+a@“=E c"+ta+b=E 


(28.) RE 
(a+b+ce=E b’+c+a=E e'+d+b=E, 


. 


Gleichungen, welche in die Gleichungen (4.) vollständig übergehen, wenn E 
verschwindet. Dieses trifft aber wohl nur zu, wenn » = 1, wie nachgewiesen 
werden soll. 

Denkt man sich die Determinante AE entwickelt, so wird ein be- 
liebiges Glied der Entwickelung nur die Form haben können: 


Co, Ye &,. P; di Cr. 


Dieses eine Glied bedingt, weil die Determinante auch zwischen den 
Buchstaben £, Öd, & alternirt, andere Glieder mit abwechselnden Vorzeichen, 


deren Summe ist: 


] 
Ca, YeEe' °P: [?»b Ö, Sr 5 


und diese Summe, als ein Glied der Entwickelung aufgefasst, bedingt, weil 
die Determinante auch zwischen den Buchstaben «, y, & alternirt, wieder 


Glieder, deren Summe ist: 


Ü + Ü. Yeke + Ps dj S ö 


Da nun im Falle »=1 die Indices «, ce, e und die Indices 5b, d, f 
nur die Zahlen O und 1 bedeuten können, in welchem Falle sowohl der 
erste als der zweite Factor neben C verschwindet. so sieht man, dass das 
aus der Entwickelung der Determinante AE hervorgehobene Glied nicht vor- 
kommen kann, dass also die Determinante selber verschwindet. Der in (9.) 
definirte Ausdruck A verschwindet nicht. Es muss deshalb E verschwinden. 
Dadurch gehen nun die Gleichungen (28.) über in die Gleichungen (4.). 





4 


KL 


1 


il 


T 
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In dem allgemeinen Falle. wenn » 1, lässt sich für das Verschwinden 
von E ein gleicher Beweis nicht führen, und wir müssen an Stelle der Glei- 
chungen (4.) die Gleichungen (28.) gelten lassen. 

Zum Schlusse führen wir noch ein System Gleichungen vor, welches 
sich aus (16.) und (17.) ergiebl, wenn man die Buchstaben <Ty P « d der 
Reihe nach verändert in eöPy da oder n?{Tyodeeo, und annimmt, dass 

durch diese Veränderung übergeht in —r, oder in —r\. 


29.) Ar" = [aß][{y&][ed] —[yP1Tei][ed] 


(?" = [9] ar BEI-[yPlles, 8 
(30.) | — N 1-18] ve, Bi 


31.) —-An = [dy] 


| — rn, = [ea] [OP, yS]— [Py][de, @S) 

(32.) Ä — [dy][Pe, Sa] — [ES] [P0, yo) 
| — [P&][ed, oy] — [de] [ep, 5 

(38.) — Ar, = [ed][yS] [Pe] — [y0] ie [eo] 
er = [Pe][ey, 9%] — [yd]Tep, «S] 

(34.) | — [ei] | [YP;: Sa] — BE) Lye, de] 
vc] [P&, @d] — [ea] [Py, 20]. 


. 


Unter der ausdrücklichen Annahme, dass A eine symmelrische Deter- 
minante sei, geht dann aus (29.), (31.), (33.) die einfache Gleichung hervor: 
(35*.) nF+tr,+tr" =d. 

Die aufgeführten identischen Determinanten-Gleichungen sind vielfacher 
geomelrischer Deutungen fähig, von welchen wir nur eine hervorheben wollen. 
Seizen wir zu diesem Zwecke »—=1 und lassen die Grössen a lineare Aus- 
drücke der Coordinaten eines variablen Punktes bedeuten, so werden Deter- 
minanten-Ausdrücke von der Form [ef] die Repräsentanten von geraden 
Linien sein, welche irgend 6 auf dem Kegelschnitte A=0 gelegene Punkte 
eCyP «0 paarweise verbinden, denn nach (6.) verschwindet A, wenn [0] 
und [«J] verschwinden oder [e?] und [yP]. Es ist also [e?]=0 die Glei- 
chung der geraden Linie, welche die Punkte « und 7 des Kegelschnittes 
verbindet. Geht man nun von dem, dem Kegelschnilte einbeschriebenen, 


Sechsecke e{yP«0d aus. so beweisen die aufgeführten Determinanten-Glei- 
9% 
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chungen bis (28.) den am Ende des vorhergehenden Abschnittes angegebenen 
Satz. Unter derselben Annahme » = 1 und unter der Beschränkung, dass A 
eine symmetrische Determinante sei, welche Beschränkung jeder Kegelschnitt 
gestattet, beweisen die mit (29.) anhebenden Gleichungen, dass dem Kegel- 
schnitte drei Sechsecke <&{y Pad, eCPyde, {yo ea einbeschrieben sind, 
deren Pascalsche Linien r" r,r, sich in einem Kirkmanschen Punkte schneiden. 


München, im Februar 1872. 
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Zur v. Staudtschen Construction des regulären 
Siebenzehnecks. 
(Bd. XXIV., S. 251 dieses Journals.) 


(Von Herrn H. Schröter zu Breslau.) 


Die Construction des regulären Siebenzehnecks,. welche ». Staudt 
Bd. XXIV., S. 251 dieses Journals ohne Beweis mitgetheilt hat. scheint 
ohne einen solchen geblieben zu sein, vielleicht aus dem Grunde, weil ein, 
übrigens leicht erkennbarer Druckfehler (in der zweiten Zeile des a. A. muss 
D anstatt P stehen) das Verständniss der Construction erschwerte. Indem 
ich mir erlaube, die Principien, auf denen jene Construction beruht, hier mit- 
zulheilen und dieselbe elwas zu modificiren, so dass sie praclisch brauchbarer 
erscheint. schicke ich zugleich die trigonometrische Lösung des Problems 
voraus, aus der die Construclion entspringt, um nichts vorauszusetzen. 


2rı 
1 


1. Bezeichnet man cosk:-—— = c,, so dass also 


7 
Cı_1 > 6, 


ist. und benutzt die bekannte trigonometrische Relation 


cos(a+b)+cos(a—b) — 2.cosa-cosb, 
so ergeben sich zwischen den acht Werthen 


u u > 


- 


eine Anzahl von Relationen, aus denen zunächst gewisse Verbindungen der- 
selben und schliesslich sie selbst als Wurzeln von quadratischen Gleichungen 
auftreten, also allein mittelst Zirkel und Lineal zu construiren sind. Wir 
ordnen die erwähnten Relationen in folgende Gruppen: 
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2cc=1-+6 | 260 = &%+6;\ 
20,6 =CG+6; | 26,0 = 6-4; 
20 = &H+te, 26, =G+6, 
21, = 0646| 26,6, = GC, +6 
2016, = G+% 266, = 1-+e; 
20. GG = Gt; 2, = 04% 
20, = 64% 26,C- = &+ C;, 
26,65 = C; +65 20, =G+G 
2960, = CG-+6; 2606, = 646; 
206 —= 1-+e, 2, = +6 | 
206; = Cı+ 6; 26,6; = 6; + 
200, = 046 \ 264, = G+6,\ 
206 = + 6; | 26,6; = GC + & 
206; = C4+ 63 206,6, = 1+ c; 
2C;C; = 05 + C5 | 260; =CG-+ec;, 
CC = Ct €; 266 = +; | 
20,0 = &+e, 26,6, = +63 | 
266 = Cı+ 6; | 20-6 = C;+C3 
2, =1+6 20-6, = +; 
2c; G=CG76C \ 2c; =6G+6% 
260, = &+Cg[| 2-6, = GH, | 
26,0, = C53+ 63 2-0, = GT, 
20,6; = + C; 20,6, = 1-+6; 
26565 = 64% 26, = GH 6 
2C,C, = G+ c, 2606, = 6.46 


246 = 


C++ 6, 


26,6, = 


C; + C; 


26,5 = G+ 6, 266 = 6G+% 
2c.c, = 1+c,! 2,G = G+ 6; 
2,6; — (Ct 65| 2056; = 6G+ C| 
2, = +6; 2, = +6; 
206,6; = &+C, | 260 = G+6 
26,63 = (6,176 26563 — 1 +6 


Die Summe der ersten Gruppe von Gleichungen liefert, wenn wir 


rar ta +5 +6 rC:+% = $ 
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bezeichnen, 
2c,:s = 2s+1-.c, 


also 


Aus jeder der 8 Gruppen lässt sich ferner s zusammensetzen: 


20 (Go +G+G+c-) = $ 
25 +, +65 +6) = $ 
25 (Go +4, +06+6) = $ 
2c,(;, +%+0C;+c6) = s| 
2c,(Cı + ©: +6G+ C;) = 8$| 
26a +o+6G+6G) = $ 


2:2 +G+9+6) = $ 


ww 
- 


2c,(cı + G+6+6) = $ 


Ziehen wir aus den obigen Relationen folgende heraus: 








2 C; C; = C, +- Cs 
266; = c+e, 
26% = G+6 
260, = G+ec, 
260 = +6 
266 = +6 





so ergiebt sich die Summe der vier letzten: 
2 |C3C6+ 6,6; +60;+605 = 8 
oder 
2 (6;+C;) (G+e) = $ 

d. h. 

30.0 = S$. 
Andererseits haben wir: 

20, = G+6, 

20,6 = G+ec;, 

2cc = +6 


26,65 = 4,16 








20,65 = C++ C; 


250, = +6 
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und die Summe der letzten vier: 


2a +9, +, + GC} = $, 
2 Fa I » » 1 ne > 
(GıTG4)\oaT6) = 8, 
Scyes0ye; — 8. 


Nehmen wir aus den vorigen acht Werthen für s den ersten, zweiten, vierten 
und achten heraus und schreiben sie so: 


2c0(lG5 +C%+ C;) +2c0o = s$, 
205, +5 +%)+?cc = $, 
20, (5 +6+0)+2a% = $,; 


25 (5 +6 +0)+2oc = $ 


2 


so lässt sich die Summe derselben in ein Product umwandeln, wenn wir be- 
rücksichtigen, dass aus den obigen acht Tabellen hervorgeht: 
2 (CC +%C, +6,64 CC) =8 = 2(C1 C5 + &C;+ 465 + 665); 
folglich erhalten wir: 
(1a+G+G4+6)(3+%+6+6) = 28. 


Hieraus ergiebt sich aber Alles, was wir zur Bestimmung der acht Werthe 
Cs €» -.. € brauchen, und wir können weitere Beziehungen zwischen den- 


selben übergehen. Bezeichnen wir nämlich: 


mare +0,46) = tz, 
2; +5 +@+ec,) = &ı, 
so wird 
+0 = —1, 
a, = 4. 


und zwar bezeichnet x die positive, :r, die negative Wurzel derselben. 


Sind diese bestimmt und wir selzen: 


(2latc) = 9% 


| 2 [2 7 C3) = Bus 


’ \ 





n 


\n 


he 
1- 
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so folgt nach dem Obigen: 


a T, 
sn = 1, 


also erscheinen y und y, wieder als die Wurzeln einer zweiten quadratischen 
Gleichung, deren Coefficienten bekannt sind und zwar y als die positive, y, 
als die negative Wurzel; ebenso wird, wenn wir bezeichnen: 


e> +c6,) = z, 
2(G+c,) = 2; 
aus dem Obigen: 
Au —= IT» 
ss = —1, 
also z die positive, z, die negative Wurzel einer quadratischen Gleichung, 
deren Coefficienten bekannt sind; endlich folgen nun die Werthe: 
c, und e,. ©, und c,. ce, und c.. « und c-. 


als die Wurzelpaare folgender quadratischer Gleichungen: 


‘ 


2 (c, +4)= Y| 2 (C,+65) Eu Yıl 2 (C; :q C5) =“ 2 (+ C; S | | 
de, c, 2} 46,& =3) dc,c,;, =Yy, 4c,c; Y | 
Es ist also die Ermittelung der acht Werthe e,. ©,. ... ec, allein abhängig gemacht 
von der Auflösung quadratischer Gleichungen und damit die Construction des 
regulären Siebenzehnecks auf alleinige Anwendung von Zirkel und Lineal 
zurückgeführt: wir wollen nun die einzelnen quadratischen Gleichungen 
successive so zu construiren suchen. dass wir den Zirkel gar nicht weiter an- 
wenden, sondern nur den einmal gezeichneten Kreis, in welchen das regu- 
läre Siebenzehneck construirt werden soll. selbst benutzen; vermittelst der 
Durchschnittspunkte desselben mit verschiedenen geraden Linien, deren Lage 
durch die Coeflicienten jener quadratischen Gleichungen bestimmt wird, lassen 
sich die Wurzeln derselben leicht eonstruiren: zu diesem Behufe schicken wir 
Folgendes voraus: 


2. Ziehen wir an einem Kreise mit dem Radius 1 zwei parallele 
Tangenten in den Endpunkten C, D eines Durchmessers und möge eine belie- 
bige Transversale den Kreis in den Punkten E, E,. die beiden parallelen Tan- 
genten in den Punkten c, d treffen; mögen endlich die Strahlen CE, CE, die 
Tangente in D in den Punkten e und e,. die Strahlen DE, DE, die Tan- 
gente in C in den Punkten & und e&, treffen; alsdann bestehen zwischen den 
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Abschnitten auf den par- 
allelen Tangenten von 
ihrem Berührungspunkte 
bis zu den bezeichneten 
=» Schniltpunkten Relatio- 
or nen. wie zwischen den 
Coeflicienten und Wur- 
zeln einer quadratischen 


Gleichung. 








D Die Polare von e 


geht offenbar durch C und den vierten harmonischen Punkt zu cEE,. folg- 
lich ist sie der vierte harmonische Strahl zu Ce, CE, CE,; diese vier har- 
monischen Strahlen treffen die Tangente in D in vier harmonischen Punkten, 
von denen einer im Unendlichen liegt; der zugeordnete muss daher die Mitte 
zwischen den beiden andern e und e, sein: die Polare von ce geht daher 
durch die Mitte m zwischen e und e,; wir haben also 
De-+De, = 2Dm. 

Ferner steht die Polare Cm senkrecht auf dem Radius cO, und es sind daher 
die Dreiecke eCO und C’Dm ähnlich, also die Verhältnisse der Seiten gleich: 





Ce .: CD id. 0-1, 
co Eu Dm . ua 2 CD nn 2 
ist. 
2 
Dm = —; 
Ce 
also haben wir: 
4 
De-+-De, = — 
Üc 


und in gleicher Weise auf der andern Seite: 


(es 4 Ce, nd Da z 


nun steht aber auch Ce auf De, Ce, auf De, senkrecht, also ist: 


ae BB a ©. 


DD" De’ DD De’ 
4 4 


JE = — (Üs, Zen mn 2 
‘ De ’ De 








ge 
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daher erhalten wir die zweite Beziehung: 


A as SE. 


Du" De, Da 
und hieraus: 


Id 
De.De, — 4- w 
Ü 
Die beiden Gleichungen: 
4 
\De+De, =; 
| De.De, — 4 = 


lassen nun De und De, als die Wurzeln einer quadratischen Gleichung er- 
scheinen, deren Coefficienten (Summe und Product der Wurzeln) bekannt sind. 
Diese Coelflicienten hängen allein von den Abschnitten Ce und Dd ab, welche 
die Lage der Geraden cd bestimmen: die Wurzeln aber hängen von den 
Schnittpunkten dieser Geraden mit dem Kreise ab; es ist auch aus dieser 
geometrischen Construction der quadratischen Gleichung ersichtlich die Be- 
dineunge für die Realität der Wurzeln; die Transversale ed wird nämlich den 
Kreis (0) so lange schneiden, als sie zwischen den beiden aus ce an den Kreis 
gelegten Tangenten liegt: trifft also die zweite aus e an den Kreis gelegte 
Tangente die D-Tangente im Punkte Öd, so muss für reelle Schnitipunkte Dd 
kleiner sein als DO, oder besser d muss auf der einen Hälfte der D-Tangente 
von Ö bis » liegen für reelle Schnitipunkte und auf der andern Hälfte von 
ö bis © für imaginäre Schnittpunkte; nehmen wir die Richtung Dad als die 
positive, so können wir sagen, es muss im algebraischen (nicht absoluten) 
Sinne Dd <Z DO für reelle Schnittpunkte, d. h. entweder negativ beliebig gross 
oder, wenn positiv, absolut genommen Dd unter DO; nun ist aber DJ leicht 
auszudrücken: die Polare von m muss nämlich eD sein, folglich sind die 
beiden Tangenten aus ce an den Kreis und die beiden Strahlen eD und em 
vier harmonische Strahlen, also d die Mitte zwischen D und m: 


DS = 4Dm— — 


nach dem Obigen:; die Bedingung für die Realität der Wurzeln wird daher 


Dd en 





oder was dasselbe ist: 


Ce.Dd<_1, 


1 
Ce 


» 
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d. h. das Rechteck aus den beiden Abschnitten auf den parallelen Tangenten 
durch die Transversale muss kleiner sein, als das Quadrat des Radius. 

3. Wenden wir nun diese geometrische Construction der quadratischen 
Gleichung auf unsere obigen quadratischen Gleichungen an, von denen die 
Siebenzehntheilung des Kreises abhängt und deren erste bestimmt wird durch 


die Relationen: 


\ert nö —1, 
277 —4, 
vergleichen wir diese mit den Gleichungen: 
| 4 
\De+De = — 
(Ce 
Dd 
ee = 4, 
Ce 
so müssen wir Ce=—4. Dd=+4 setzen, also x und r, folgendermassen 


construiren: 

Wir ziehen an einem Kreise mit dem Radius I in den Endpunkten 
eines Durchmessers CD zwei parallele Tangenten und setzen auf denselben 
die positive und negative Richtung fest: auf die negative Seite der C- Tan- 
gente tragen wir ein Stück gleich dem doppelten Kreisdurchmesser Ce, auf 
die positive Seite der D-Tangente ein gleiches Stück Dd ab, ziehen cd, 
welches den Kreis in EE, schneidet, ziehen CE, CE,. welche Geraden die 
D-Tangente in e und e, treffen. wo e auf der positiven, e, auf der negativen 
Hälfte liegt, dann ist: 

| De =2(, +0+0, +63). 

'De, =? (+64 6%+ C;). 
(sehen wir nun zur zweiten quadratischen Gleichung über, welche durch die 
Bedingungen ausgedrückt wird: 


\Y +Y, = De, 


Iyn = -1. 
so wird jetzt zur Construction ihrer Wurzeln zu setzen sein: 
4 Dd' 
De=—- und —-1i1=4-—., 
Cc Cc 


wenn c’d‘ die analogen Schnittpunkte der gesuchten Transversale mit den 


beiden parallelen Tangenten bedeuten: hieraus folgt unmittelbar die Lage des 
u} 4 . . .e . Y y . 
Punktes e'. da Üe => ist: zieht man nämlich den Strahl DE, so trifft er 
e 
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die Ü-Tangente in dem gesuchten Punkte c’; aus der zweiten Bedingung: 
De 4 


Wr 
bestimmt sich die Lage der Geraden ed, welche den Durchmesser CD in 
' i Dp Dad’ 1 
einem solchen Punkte p treffen muss, dass a Zee 
" Zaase 
also auf die D-Tangente vom Berührungspunkte D nach der positiven Seile 


wird; wir tragen 


hin den Kreisradius 1 ab: D#= 1 und verbinden den vorhin ermittelten Punkt 
c, für welchen Ce= —4 ist, mit %, dann trifft ck den Durchmesser CD in p, 
und c'p ist die gesuchte Transversale, welche den Kreis in zwei Punkten F 
und F, schneiden wird; CF und CF, treffen die D-Tangente in fund £, von 
denen f auf der positiven, fs auf der negativen Seite derselben liegt, und 


es wird sein: 
Dr —= 2(c+c,), 


IDf = Ric, +;,). 
In gleicher Weise verfahren wir bei der Construction der dritten quadratischen 


Gleichung: 
+2, = De, 


., = —L 
Wir ziehen DE,., welches der C-Tangente in ec” begegnet, so wird cp den 
Kreis in den Punkten F,F, treffen, CF,. CF, aber die D-Tangente in den 
Punkten fi, 5, so dass f, auf der positiven, f; auf der negativen Seite der- 


selben liegt; dann ist: 


Df, m 2 (G+6C;), 
IDf, = 2 (+ c;). 
Jetzt bleibt noch übrig, die letzten vier quadratischen Gleichungen zu con- 
struiren, deren Wurzelpaare 
2c, und 2c,,. 2c, und 2c,,. ?2c, und 2c,, ?2ec, und 2ec- 
sind; es genügt die erste zu behandeln. da die drei übrigen in ganz gleicher 
Weise gelöst werden; hier gelten die Bedingungen: 
2c+2c, = Df, 
4a; = Df., 
welche mit der obigen allgemeinen Lösung verglichen zur Bestimmung der 
Transversale c”'d"’ die Gleichungen liefern: 


Man, Dialer 


Ce ’ Ce" ’ 
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wonach ec” unmittelbar gefunden wird als der Schnittpunkt des Strahls DF 
mit der C-Tangente. Anstatt d”’ zu bestimmen, ermitteln wir lieber den- 
jenigen Punkt g, auf dem Durchmesser CD, in welchem derselbe von c”’d” 
getroffen wird: für diesen ist aber: 

Da"  Dgu _ Dh 

Ce" Cg, 4 





Tragen wir mithin auf die positive Hälfte der C-Tangente von C aus ein 
Stück Cy gleich dem doppelten Kreisdurchmesser ab und ziehen zf,. so trifft 
diese Gerade CD in g,. und c"'g, begegnet dem Kreise in den Punkten 4, 


und /,:; CH,. CH, aber der D-Tangente in k, und h,,. so dass: 
Dh, =?2c,. Dh, = 2e, 


wird. Denken wir uns noch den zu den Tangenten in C und D parallelen 
Durchmesser AB des Kreises gezogen, dessen nach der positiven Seite hin 
gerichteter Endpunkt A sei, so wird dieser Durchmesser von den vorigen 
Strahlen CH,,. CH, in zwei Punkten k, und %, getroffen, deren Abstände 


vom Kreismittelpunkte halb so gross sind. als Dh,,. Dh,. also gerade gleich 


9 ) 
<st Ort r R 
ec, und e,. d.h. 00877 und 08 77} die auf dem Durchmesser AB in den 


Punkten %, und %, errichteten Perpendikel treffen daher den Kreis in den 
Punktenpaaren A, und A,. A, und A,, welche die gleichnamigen Ecken des 
in den Kreis beschriebenen regulären Siebenzehnecks sein müssen, dessen ersie 
Ecke A ist. In ganz analoger Weise finden wir die übrigen Ecken des 
Siebenzehnecks. indem wir nur in der vorigen Construction an Stelle von f 
und /. successive f, und f. f;ı und &, f; und f treten lassen. Fassen wir 
alle einzelnen Constructionen noch einmal zusammen, so ergiebt sich folgende 
Vorschrift für die Construction des regulären Siebenzehnecks: 

In einem Kreise 0 mit dem Radius 1 ziehe man zwei zu einander 
rechtwinklige Durchmesser AB und CD, in den Punkten C, D die parallelen 
Tangenten am Kreise, deren positive Hälften mit BA, die negativen Hälften 
mit AB gleich gerichtet seien; auf die Tangente in C trage man den doppelten 
Kreisdurchmesser nach der negativen Seite = Ce und nach der positiven Seite 

:Cy ab; auf die Tangente in D trage man den doppelten Kreisdurchmesser 
nach der positiven Seite = Dd und den Radius ebenfalls nach der positiven 
Seite = Dk ab; die Verbindungslinie ck treffe den Durchmesser CD im Punite 
p. Jetzt ziehe man cd, welches den Kreis in E und E, treffe: DE, DE, 


treffen die C-Tangente in € und &,: die beiden Verbindungsstrahlen sp und 





H. Schröter, Construction des requlären Siebenzehnecks. 23 


&,p den Kreis in den Punktenpaaren F und F,,. F, und F,, wobei die Be- 
zeichnung so gewählt ist, dass & auf der positiven, &, auf der negativen Hälfte, 
ebenso, wenn wir CF, CF,, CF,,. CF, ziehen, welche Strahlen die D-Tangente 
in f, fi» fh» f& treffen, die Punkte f und f, auf der positiven, f, und f, auf der 
negativen Hälfte liegen: treffen ferner die Strahlen DF, DF,. DF,, DF, die 
C-Tangente in $, $ı, fr, 9; und die Strahlen yf, yfı. yfı, yf; den Durch- 

9ı, YPıye» PrIs> P:9 
den Kreis beziehungsweise in den Punkten: 

H, und A,, H, und H.. H, und H,. H, und H- 
ireffen, welche sämmtlich auf demjenigen Halbhreise Ab liegen, dessen Mitte 
D ist: die Strahlen: 
CH, CH, CH, CH, CH, CH, CH, CH; 

treffen daher den Durchmesser AB in den Punkten: 


K, KR KK _K, RK & K- KK; 


I + 


messer CD in den Punkten g, 9.» 9: 9;, dann werden die vier Verbindungslinien: 


innerhalb des Kreises und die in diesen Punkten auf dem Durchmesser AB er- 
richteten Perpendikel treffen den Kreis in acht Punktenpaaren A, Ay, A: Aı;. 
A;Ayus »-. AA, welche mit dem Punkte A zusammengenommen die Ecken 
des regulären dem Kreise einbeschriebenen Siebenzehnecks sind. 

Diese Construction trifft mit der ©. Staudtschen im Wesentlichen zu- 
sammen; sie unterscheidet sich nur dadurch von jener, dass bei ®. Staudt 
für die Construction der quadratischen Gleichung die Bedingungen ver- 


wandt sind: 





u... m 73 
\De "De Da’ 
3 1 a 
at 


also die reciproken Werthe der von uns benutzten Wurzeln der quadratischen 


Gleichung eingeführt werden; daraus ergiebt sich z. B. für die Construction 


der Werthe x und x, da 


a + 7”, — —1, 
a0 = —4 
ist. dass DdA=—1, Ce=16 zu wählen sein würden und ähnlich bei den 


übrigen quadratischen Gleichungen. Die hier gewählte Construction dürfte den 
Vorzug haben, dass sie sich auf beschränkterem Raume ausführen lässt; übrigens 
dürfen wir nach der oben auseinandergesetzten Beschreibung die wirkliche 


EEE 
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Entwerfung einer Figur wohl dem Leser überlassen und bemerken nur, dass 
von den vier Geraden y9,., Pi, 295, 39, Welche zu den sämmtlichen 
Ecken des Siebenzehnecks führen, nur eine, z. B. yg,. nöthig ist, um über- 
haupt noch eine zweite Ecke desselben ausser der Anfangsecke A zu er- 
halten; ist aber nur noch eine solche gefunden, so hat die Zeichnung des re- 
gulären Siebenzehnecks weiter keine Schwierigkeit. 

4. Schliesslich bemerken wir noch. dass die ganz analogen Betrach- 
lungen zur Construction des regulären Fünfecks, natürlich auf viel kürzerem 
Wege führen. Sei: 

cosh-—— = 


gesetzt. so haben wir zwischen den beiden Werthen c,. ec, die Beziehungen: 
2C,C, — 1-+c,. 


20,6, = G+6;, 
also addirt: 
2c(c+6G) = ?2(a+c)+1-—c, 
woraus folgt: 





er =— —1. 
de, C; —— —1 . 
vergleichen wir dies mit unsern Formeln: 
4 
\De+ De, —— > “ 
| Ce’ 
Dd 
| De: De, = A—., 
Cc 
so ist Ce=—4, Dd=1 zu setzen und die Construction des regulären Fünf- 


ecks wird folgende: 

In einem Kreise O mit dem Radius 1 werden zwei zu einander senk- 
rechte Durchmesser AB und CD, in den Endpunkten des letzteren C und D die 
zum ersteren parallelen Tangenten gezogen; auf der C-Tangente wird von C aus 
in dem Richtungssinne AB ein Stück Cc abgetragen gleich dem doppelten Kreis- 
durchmesser, auf der D-Tangente ein Stück Dd von D aus in dem Richtungs- 
sinne von BA, gleich dem Radius des Kreises; die Verbindungslinie cd schneidet 
den Kreis in den beiden Punkten E und E,, die Strahlen CE und CE, treffen 
den Durchmesser AB in k und k,; die Perpendikel in diesen Punkten auf dem 
Durchmesser AB errichtet, schneiden den Kreis in A, und A,., A, und A,.- so 
dass AA,A,A,A, das gesuchte dem Kreis einbeschriebene reguläre Fünfeck ist. 


Breslau, im März 1872. 








wur Theorie von Jacobis Kettenbruch-Aleorıthmen. 
Fam) 


(Von Herrn P. Bachmann in Breslau.‘ 


Die Wurzeln einer irreductiblen quadratischen Gleichung mit ganz- 
zahligen Coefficienten haben bekanntlich die Eigenschaft, wenn sie reell sind. 
in einen periodischen Kettenbruch entwickelt werden zu können. sowie um- 
gekehrt jeder Kettenbruch dieser Art Wurzel einer Gleichung jener Art ist. 
Auch weiss man aus Lagranges Arbeiten, dass diese Eigenschaft, welche als 
ein arilhmetischer Character der genannten Irrationellen bezeichnet werden 
kann, in engem Zusammenhange mil der Reduction der binären quadratischen 
Formen steht. Man kann nun nach den analogen arithmelischen Characteren 
der Irrationellen höherer Ordnung Iragen, und in der That ist diese Frage 
bereits von Herrn Fermite in seinen an Jacobi gerichteten zahientheoretischen 
Briefen aufgeworfen und in Verbindung mit der Reduction der höheren Formen 
sebracht worden. Namentlich sei folgende Stelle hier angeführt: Peut-elre 
parviendra-t-on a deduire de la (d. h. des circonsitances remarquables, aux- 
quelles donne lieu la reduction des formes, dont les coefliciens dependent des 
racines d’equalions algebriques A coefliciens entiers) un systeme complet de 
caracteres pour chaque espece de ce genre de quanliles, analogues p. ex. a 
ceux, que donne la Iheorie des lraclions conlinues pour les racines des equalions 
du second degre *). 

Seitdem ist durch Herrn Heine eine Abhandlung von Jacobi über 
Kettenbruchalgorithmen veröffentlicht worden **), welche geeignet ist. dem 
allgemeinen Hermiteschen Gedanken eine bestimmtere Richtung zu geben, indem 
daraus für die Gubikwurzel aus einer ganzen Zahl ein ähnlicher arithmetischer 
Character. wie der für die Quadralwurzel angegebene, hervorzugehen scheint: 
die Entwicklung für eine solche wird nämlich, wie an einzelnen Beispielen sich 
zeigt. periodisch. Die sehr interessante Frage, ob diese Eigenschaft allgemein 
sei oder nicht, habe ich zu. lösen versucht, indem ich, Fermites Gedanken 


festhaltend. auf welchen auch Herr Borchardt im Vorworlte zum 68. Bd. d. J. 


*) Dies Journal Bd. 40, pag. 230. 


==) Djes Journal Bd. 69, pag. 20. 
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hindeutet, eine Untersuchung von Lagrange *) verallgemeinerte,. und erlaube 
mir, einige darauf bezügliche Resultate hier mitzutheilen. — 
Unter den Wurzeln x, x’, x” der @leichung &® =D, in welcher D 


eine positive ganze Zahl sein soll. bezeichne x den positiven (irrational an- 


genommenen) Werth von yD, sodass. wenn 0 eine imaginäre cubische Ein- 
heitswurzel ist. 2’ =or, x” = or angenommen werden kann. Wird 


1.) R(se) = X2+Yce+Z 
gesetzt, während A, Y, Z unbestimmte ganze Zahlen sind, und bedeutet NRi.r) 
das Product R(x).R(x).Rir”), so ist 
2.) ARiz) = D’X’+DY’-3DXYZ+Z. 
Ich gebe im Folgenden den Zeichen 
man SL EM Z P 9 IE VRBSER NEl 000 Be 6 EEE 7 
dieselbe Bedeutung als sie in dem letzten Theile der Jacobischen Abhandlung 
(Entwicklung der reellen Wurzel einer eubischen Gleichung durch kettenbruch- 
ähnliche periodische Algorithmen. a. a. OÖ. pag. 40) besitzen, setze aber so- 
gleich „=1. &,=r, w,= x. Demnach besteht unter andern folgende Be- 
ziehung (s. ebds. pag. 30): 


3. Pas = wP,..+4P,.,+P: 
und ähnliche für P,., und P,.,. Nun wende ich auf die Form (2.) folgende 
Substitution mit der Determinante Eins an: 
X = PX+P,.ıY+P,..Z, 
X+P.Y+P.Z), 


ı 


4.) Y=P 


\ , t 


Ze PR PH TER HE. 
Da durch dieselbe AR’r) übergeht in 
(5.) R;(xz) = X'.p (2) + T'.p..(@)+Z.pr2(2); 
wenn man selzti: 


6.) pie) = Pa+Pie+Pi, 


so wird 


1) hi, = NA.p, 2) Y.pi4 X +Z.p, (®)] 


ı = \ 
die transformirte Form sein. Aber, indem man die Gleichung 5.) mil 


Methode pour determiner les nombres entiers, qui donnent les Minima des for- 


mules indetermindes A deux ineonnues, in den Additions zu Eulers Algebra. 
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a7 


n 


p,(x').p;(.e") multiplieirt und Np,\r), welches eine ganze Zahl ist, mit ®, be- 


zeichnet. kann man setzen: 


8) pa)=Sse+tnets, va) eH+tnacH+L 


sind. Es ergiebt sich also auch 


2 


Re were Zu 
9.) R u Zr X @, 7 } (8 4 r v, x |. 
ad’ 


wo. der Natur der Sache nach, die Division mit ®, bei den einzelnen Coefli- 
cientien aufgehen muss. Da hiernach A,(x) auf zwei verschiedene Arten 
durch Zusammensetzung linearer Systeme gebildet werden kann, deren Deter- 
minanten eleiches Product geben müssen. findet man leicht noch folgende 


Relation: 
10.) 0. = &,n —$ı 


Indem man nun dem Index alle möglichen Werthe beilegt. erhält 
man eine unendliche Reihe von Formen. die alle unter einander äquivalent 
sind. Ich will zunächst zeigen, welche Beziehungen zwischen zwei auf 
einander folgenden derselben bestehen. 

Nach Gleichung (3.) und den ähnlichen, für die accentuirten Grössen 
bestehenden findet man 

Pas\X) = mp2) +Lprı (a) + Pp; (8). 
Also wird 


X pl) + Y.prrla)+Z.p (€) = ZZ. pl) HK HZ) pl) + (Y'+m,Z)p,..(&), 


d.h. R,.,(x) geht aus R,(x) hervor durch die Substitution: 


u u. 13 
ET 
0. 1. m, 


Man findet durch dieselbe: 


P-rlE).PrlE"). [A pla)+ TV. vl) + +Lp (X) +m;w(r))Z) 


= 9,(X).ple").[X.8,, +. pl) +Z.V,,(e)] 


und durch Vergleichung der Coefficienten von Y’ und von Z auf beiden 
Seiten folgende Formeln: 


4* 
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Bir Wie) 


11.) Pirılt) = 


ea) 
u: ni 3a + hier) + mw, (x)) 
{ \ J f — uniiiniEEEEEE ETT— n . en 
\ 12.) v, + 1 T, f (2) 
it) 
Ferner ergiebt sich leicht 
(13.) Ny.(z) = ®,,.@:. 
k ! ' +1 i 





Die Formeln (11... (12.),. (13.) dienen zur successiven Berechnung der 


Formen R,. In der That lässt sich vermittelst derselben aus der Form R, un- 


miltelbar die Form R,., bilden. sobald /, m, bekannt sind. 
Ferner geben die Gleichungen (26.) in Jacobis Arbeit, nämlich: 


Eu a A 


| + P19% + P.2w,, 
(14. | FF. = R, u+ P, dr re, +2 WW; , 
'F.w, = P,w+P;.0+P;Rw,, 
die folgende: 
F,.p,(z)p(e)ue" + X +w] = wo+0y(a)+ww;(e 
oder, da „,=1. ,=r, w,= x’ geselzt worden ist, 


Ty I “ ro | at, r\ 
U TV PC) TWWE, 


_. 


Hierin sind @,, ®,, ww, reell; trennt man nun das Reelle vom Imaginären, so 


findet man leicht die Gleichungen: 








— y “ N (» / Pr, IN ; Dr PN 2 
VUTGETWS = UVUNTWN Je WS TWS )X 
oder auch: 
v, re WIR ö 
ET ET w;, 
NM wu f ° Im; Er | x 
—- S; In, r —/[S, N; — 0. 
u; u; 
Die Determinante dieser Gleichungen sei — JS, und 
1 9.) , _ 3 UF S, Nis w, vr > 5; . 5 w, ass /F be -7 E 
Dann findet man 
16.) r. x + @, c+@®, 
und 
17. v; in ı; ©; ,.. - 
— = — —(S, cn) = — (Ss CT—n,). 
u d,; u: BEN tl; A, ba ui 


Mit Hülfe der letzten Gleichungen kann nun gezeigt werden, dass, 
wenn für zwei Werthe des Index i, etwa für i=hk und für i=k+h das 





P. Bachmann, zur Theorie von Jacobis Kettenbruch- Algorithmen. 29 


Grössensystem 
18. D,, f; Lo. Im, 2 


dieselben Werthe erhält, Gleiches auch von dem Grössensysteme 


v TB 


19. . 
u; u; 
gelte, und umgekehrt. 
In der That. ist 
20.) @,,, = @,, Par) Pı =) IC) = WVı\E). 


so wird ®,,,= @®,, ®,,,= @, sein müssen, und die Formeln (16.) und (17. 
ergeben dann auch die Gleichungen 


, ’k-1-h %r Wx- n, 
{ ‘) 1 x ) KL; A - h Bat ug ” 


Url, u, Ukr-h TR 


Umgekehrt folgt aus den letztern zunächst 








Wx4-h m 
? 7 Ü; 
oder 
a c 
>k-+h L Ünrh SA Z 
c u E we 
Syn Nr 5 TTN, 


d. h. die drei Gleichungen: 


vum . < ger3, 2 E di 3 AL en x i = 
(@R.) Sk+h>k " >k-+hak 0, Nm a —Nr+n Ne = 0. Sh+h Mr NH SR Sy a NR Ne h Sa 


Da ©, nicht Null ist, muss eine der beiden Zahlen &,, S;, etwa &, von Null 


. . . m! 3 rs . 
verschieden sein. Man findet also S,,, = 7: Dann ist: 
> 
y 7 Kai . T N, tr / Un 
Entweder: 5,=0, also 5,., = 0, aber 7, nicht Null, also ”,,, = ——: 
N, 


Wenn nun erstens 7, =0O ist, so folgt 7,,, = 0 und die dritte Gleichung (22.) 








Sl N 
giebt ——- = ——-. man kann also setzen: 
Sk N. 

3) Zu=sd, Niamsn, we name nm, 
während z eine rationale Zahl bedeutet. — Wenn zweitens n, nicht Null ist, 
so ergiebt sich 

N,, j Mk+h __ Bu 7 
N; N, S 4 


und man erhält dieselben Gleichungen \23.). 














30 P. Bachmann, zur Theorie von Jacobis Keltenbruch- Algorithmen. 


Oder: S, ist nicht Null; dann kann eine der beiden Zahlen 7,, », Null 


N - h N: 


sein. Ist also etwa n, nicht Null. so folgt 7,., = Ist jetzt erstens 











n, 
„=0, so folet n,., = 0 und 
& 4 er N, ’ 
also wieder dieselben Gleichungen (23.). — Wenn aber », nicht Null ist, so 
geben die beiden ersten Gleichungen (22., 
S S; N, 2 N; 


die dritte aber kann geschrieben werden, wie folgt: 


(3 n Se Me) _. 








u, N, 
> u. 
. » kJ FR ] » . ° . x . fi 
und liefert —— = also finden sich wieder die Gleichungen (23., 
>k dk 
a r r * at r Ök--A Ü; 
Aus diesen ergiebt sich aber ®,,,=?z'.@®,, und weil —— = — Vom 
ur + h k 
ausgesetzt ist, 
I; h _. u. I; e 
d.h. 
20.0°+08,,2+0,, = 30.2°+2@.0°+2’@,, 


woraus 21, also 


>k+h S ’ ix+h — Mrs Sk+J Ska Nxth — Ns 
Ö,.} = 00,. W, ‚„=@, 
oder 
Sh C h— Sk er == S —5 Ci, 
7 + Na Corn  -{£ St Mk G 
also 
Sk+h = CR Cryh = 5 


und endlich, wie behauptet, 
= id, Pr) = PplE), Ya) = pe) 
gefunden wird. 
Wenn nun aber die Gleichungen (20.) oder (21.) bestehen, so wird 
die Reihe der Grössensysteme (18.) periodisch, indem von dem Systeme 


v 
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an eine Periode von h Gliedern unendlich oft sich wiederholen muss. Denn 
aus dem Bestehen der Gleichungen (20.) und (21.) folgt zunächst 

Bei Mn, 
sodann aber nach den Formeln {11.,, (12.). (19.) auch 


Drnzı  Öurı9 PrrnsılC) = PrrılO)s Warn rıl® TIFRRRR NE > 
u. S. W. 

Diese Bemerkung, mit der vorigen verbunden, liefert den Satz: 

Wenn von den beiden Reihen von Grössensystemen \1S.) und 19.) die 
eine periodisch ist. so hat die andere genau dieselbe Periode. 

Die Periodieität der erstern Reihe tritt ein, sobald die Grüssen (18. 
für ein unendlich wachsendes i endlich bleiben, und umgekehrt. 

Das Letztere ist offenbar; um auch das Erstere zu zeigen, nehme ich 
an. es sei für jedes ?: 


<A, 9,(@2)<B, vla)<L, 


q Ü 


während A, B, C endliche Constanten sind. Setzt man dann 


PN 2 PET u 
pP; T J ER 7 [ " fi „A J j € “ 


so Ist 
pı(®) 
Pi ri (X) 


mit wachsendem Index immer grössere Werthe erhält, 


> 


"=o(2)g,(x) -©,@®,.,. 


also, da p,(x) 


) 
FH, SA 
Daher kann man selzen: 
y(a) =. +n.2 +5, =eB 
y(X) =." +n.0+&%=E Alcoss+y—1.sins), 
De 6 TE 2 ı BET, | { . | <ü = 
p9,(a)=$.X"+n.2 +6 =E Alcoss—y—1.sins), 
woraus sich 
35; = eB+2eE Acoss, 
24 e 7; 
37, = eB-+ 2 Acos(s- =), 
r Ä ’ Ir 
35 = eB+2E A cos(s Mr -) 


ergeben, während &, &’ positive ächte Brüche bedeuten. Aehnliches gilt von 


Zi «a! ! 


;; %» &- Da demnach diese Zahlen nur eine endliche Anzahl verschie- 


ve. 


dener Werthe erhalten können, müssen zwei der Grössensysteme (18.) einander 


gleich werden. und Periodieität in der Reihe derselben eintreten. 
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Suchen wir nun die Bedingung dafür, dass ©, gr). w,(x) endlich 
bleiben, wenn über jede Grenze hinaus wächst. Man findet leicht die 
Formel 

up (le) Op. (2) +wpu.le) = Ir’. F,, 


\ / -\ , ,; 


welche man auch so schreiben kann: 


al 





i RE. DE Io ’ : ' P / 
24.) 9+—o(2)+—w(e) = 3a’. —p(a)p,(e"). 
N; \ u, J u; \ d P4 
. * ” . Bon N m; . r m . . 
Hieraus ergiebt sich, indem man für u ö ihre Werthe (17.) substituirt 
und die Gleichung 
(Se—n;) v, (2)—($; 2—n,)9,() — 302° —4, 


beachtet, für 4, folgender positive Werth: 


u 


\ 25. / - wi Pi zZ 


und die Ungleichheit 
(26.) I. < 308,r.. 


Soll also ®, endlich bleiben, so gilt nach (26.) dasselbe auch von 

A, und. weil @®, stets ganzzahlig und von Null verschieden ist, nach (25.) 
U; ; 

auch von pi). Da nun 


U, ER! F; un " vo. 
pie) —pile)pile") = ©, 
ı » 


ist. also endlich bleiben soll. muss von zwei Fällen der eine eintreten: 


’ u; | i 
entweder convergirt pie) gegen Nuli. 
? 


oder, wenn nicht. so muss ip x')p,(x") endlich bleiben. 
Der erste Fall kann aber nicht eintreten, wenn ausser ©, auch pr). wir, 
endlich bleiben sollen. woraus folgt, wie zuvor gezeigt ist. dass S,, n,, CS. 
5, n;. , nur eine endliche Anzahl von Werthen erhalten; denn alsdann 
nimmt auch -/, nur eine endliche Anzahl verschiedener Werthe an, kann also 
nicht. wie es sein müsste, wenn die erste Alternalive stattfände, gegen Null 
convergiren. Hieraus folgt, dass die zweile Alternalive die nothwendige Be- 
dingung dafür ausdrückt, dass ®,, g,\x), (x) endlich bleiben. 


Sie ist aber auch hinreichend. Denn bemerkt man, dass (nach pag. 1 
1 





— „ also stets ein unächter Bruch 
— I. I 


Ü;- i 


m; 
der Jacobischen Abhandlung) —- = 
. n, 





u,—ı 





Ye 
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ist, und dass g,(2) < w,(x). so folgen aus (24.) die Uneleichheiten 
2 3 > F; „! n 
@, << 3 pr )pie) 
(2) < 38 ni ,(2)p,(e" 
f; i BE: }- u, P: " P: . ’ 
7 u an rn 
Re 94 un T)P;\X ). 


also bleiben ©, y,'x@). w, x) endlich, wenn jene Bedingung erfüllt ist. So 


wird der Satz erhalten: 
Damit die Reihe der Grössensysteme (18.) oder (19.) periodisch sei, 


F „ 
"p,(e)p,'x") endlich bleibe, während i 


ist nothwendig und hinreichend. dass 
e u, 


über jede Grenze hinans wächst. 


Man findet aber 


»,(a)p,(2) = 4RP;,—P;2—-P,e”’+3(P;,e—P,xe), 
»[c)p(x") = (P;-P,e)—-z(P;—P,e)(P,—-P,x)+c°(P;—-P,;x)‘, 
»,(2)p,(x) = (P,-P,x)’+z(P,—P;,«e)\(P,-P;r), 
also 
a(E)p(e) = (P/—-P;x)”’+(P;—-P,e)’+z(P;-P,;,x 
Soll nun ip x)p,(r) endlich bleiben, so müssen auch die beiden 
Ausdrücke 
na, Feel 
u, u 


endlich bleiben: umgekehrt. wenn diese endlich bleiben. so gilt dasselbe auch 


a 
« 


von (P,—P;x)ı —. also auch von —p,(a@’)p;(x" 
u, u; ' 
Y . ’ . P;u, . > 
Aus der ersten der Gleichungen (14.) folgt noch ——-<_1. Diese Be- 


I: 


merkungen gestatten, den vorigen Satz unter foigender Form auszusprechen: 
Zur Periodieität der Reihen von Grössensystemen 18.) und (19.) ist 
nothwendig und hinreichend, dass die Ungleichheit 


u; \ u, 


Dia A a U: LE ER ICE AZ  . = 
RT. 1 Fr. [ Ur Pa x 1 \ F, ) P [ F, 


ı 


für alle Werthe von i erfüllt sei, während k eine passend gewählte endliche 
Constante bezeichnet. 
Soweit ist es mir vorläufig nur gelungen, die Untersuchung zu führen. 


- 
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Nach dem letzten Satze hängt die Frage nach der Periodicität des Kelten- 
bruch- Algorithmus wesentlich von dem Gesetze der Annäherung ab. sowie 
umgekehrt dies letztere für alle periodischen Algorithmen durch den Satz be- 
stimmt ist. Aus der Ungleichheit (27.) leitet man nämlich leicht die fol- 
oenden ab: 

P, _ KM P; &_ Sea 
Me = SE ds =: 





welche das Gesetz angeben. 

Ich lege auf den Satz in seiner zweiten Form deshalb einen beson- 
deren Werth, weil er auf's Deutlichste den Zusammenhang der Untersuchung 
mit der Hermiteschen über die successiven gleichzeitigen Minima der Formen 
Z—aA, Y—bX beweist, eine Untersuchung, durch welche ich hoffe, das An- 
näherungsgesetz des Kettenbruch-Algorithmus direct bestimmen zu können. 

Zum Schluss dieser Mittheilung mag eine Bemerkung Platz finden, 


durch welche die, auf pag. 50 der Jacobischen Abhandlung befindliche Be- 


u Ae 1, 
hauptung, dass die Normen von v,t+a, w,+b durch T- theilbar sind, be- 


L 
gründet wird. 
[2 
C; 
den conjugirten Ausdrücken (u+a)D,, (v,+a)$, gelten muss, so kann man 


Nach pag. 49 ebds. ist (o,+«a) 2, durch theilbar; da Gleiches von 


/ j u. ry \ R i U x? 
tur a) (dot a) \ Ö\, + d) n »; », - (=) 1 


selzen, worin y, in dem Sinne Jacobis, ein complexer Ausdruck ist. Da nun 





una es 
nach derselben pag. 49 $,P, = of: ist, wird 
 E de 5 A u; 
vtra)(o,ta)(ura)F = ev 


folglich, da nach pag. 46 ebds. F, keinen Theiler hat, muss die Norm von 


"; 
C, 
keit der Behauptung in Beziehung auf w,+b. 


Breslau, im April 1872. 





?,—+ a durch Iheilbar sein.-. — Gerade ebenso ergiebt sich auch die Richtig- 
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Ueber die Theorie der Elektrodynamik. 


Zweite Abhandlung. Kritisches. 


(Von Herrn H. Helmholtz. 


(Kegen meinen Aufsatz „über die Bewegungsgleichungen der Elektrieität 
für ruhende leitende Körper“ sind von den Herren W. Weber, J. Bertrand 
und ©. Neumann Einwände verschiedener Art erhoben worden, die Iheils 
gegen die von Herrn Kirchhoff und mir bei der Bildung jener Bewegungs- 
gleichungen angewendeten Grundlagen gerichtet sind, theils die physikalisch 
unzulässigen Folgerungen. welche ich als Consequenzen der Weberschen 
Hypothese nachgewiesen hatte, durch neue Hilfshypolhesen zu beseitigen 
suchen. Bei der grossen Wichtigkeit, welche der genannte Gegenstand nich! 
blos für das besondere Kapitel, sondern auch für die allgemeinen Grundprin- 
cipien der theoretischen Physik und Mechanik überhaupt hat, erlaube ich mir 
noch einmal darauf zurück zu kommen. 

Die Webersche Hypothese über die elektrischen Kräfte ist der erste, 
bis zu einem gewissen Grade erfolgreiche Versuch gewesen, die Erklärung 
einer Klasse von Erscheinungen, die noch nicht auf Elementarkräfte hatten 
zurückgeführt werden können, auf die Annahme von Kräften zu gründen, 
welche nicht blos von der Lage der wirkenden Massenpunkte, sondern auch 
von ihrer Bewegungsart abhängen sollten. Zwar hat man schon längst die 
Theorie der Reibung so dargestellt, als wäre diese hervorgebracht durch 
Kräfte, die von den relativen Geschwindigkeiten der reibenden Körper ab- 
hängen. Indessen war es klar, dass diese Reibungskräfte keine elementaren 
Kräfte sein konnten. sondern nur das mechanische Resultat eines ziemlich 
complieirten .Processes, der sich noch durch andere Wirkungen. wie durch Ent- 
wickelung von Wärme, Elektrieität u. s. w. zu erkennen gab, kurz zusammen- 
lassend ausdrücken sollten. 

Schon in meiner Schrift .„„über die Erhaltung der Kraft‘* hatte ich nach- 
gewiesen, dass elementare Kräfte zweier Massenpunkte, die ausser von der 
Entfernung auch von den Geschwindigkeiten abhängig wären, das Gesetz von 
der Erhaltung der Energie würden verletzen müssen. Herr Weber hatte nun 
die von ihm angenommene Kraft zweier elektrischer Massenpunkte abhängig 

59 * 
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semacht nicht blos von den Geschwindigkeitien, sondern auch von den Be- 
schieunigungen, und unter diesen Umständen besteht allerdings die Möglichkeit 
für ein beliebiges System von materiellen Punkten. welche sich unter Ein- 
wirkung theils von Weberschen Kräften, theils von gewöhnlichen, dem Gesetze 
von der Erhaltung der Energie genügenden Kräften bewegen, eine Inte- 
vration der Bewegungsgleichungen auszuführen. die derjenigen entspricht, 
durch welche man für die Wirkungen der gewöhnlichen mechanischen Kräfte 
die Gleichung von der Erhaltung der Energie herstelli. Diese Integralglei- 
chung enthält auch in diesem Falle eine homogene Function zweiten Grades 
der Geschwindigkeilen. und setzt sie einer Function der Coordinaten gleich. 
Aus ihr ist, wie die Herren W. Weber und Ü. Neumann (junior) hervor- 
gehoben haben, zu schliessen, dass durch keinen Cirkelprocess. der irgend ein 
Massensyslem aus irgend einem Anlangszustande schliesslich in denselben Zu- 
stand, und zwar nicht blos in Beziehung auf die relalive Lage, sondern auch 
auf die relativen Geschwindigkeilscomponenten aller einzelnen Punkte des 
Systems, zurücklührt, mehr Arbeit erzeugt und nach aussen hin abgegeben 
werden könne, als andererseits dabei von aussen eingenommen und zerstört 
wird. — Die Summe der positiv und negativ abgegebenen Arbeit des Systems 
muss immer Null sein. Es kann also auch unter Mitwirkung der Weberschen 
Kräfte durch Wiederholung eines solchen in sich immer wieder zurück- 
laufenden Üirkelprocesses kein Perpeluum mobile hergestellt werden. 

Man hat sich bei den Untersuchungen darüber. ob das Gesetz der Er- 
haltung der Energie für gewisse Nalurprocesse güllig sei oder nicht, meist 
damit begnügt zu untersuchen, ob, wenn ich das analytische Resultat praktisch 
ausdrücken darf, ein immer wiederholter Cirkelprocess in das Unendliche 
Arbeit erzeugen oder zerstören könne. 

In diesem Sinne nun verletzt die Webersche Annahme das Gesetz von 
der Erhaltung der ‚Energie nicht: aber sie Ihut es in anderem Sinne. und es 
zeigt sich hierbei, dass die eben angegebene Prüfung nicht genügl. 

Wenn nämlich das Arbeitsäquivalent eines bewegten Massensystems 
jemals kleiner werden kann, als das desselben Massensystems im Zustande der 
Ruhe. und zwar desto kleiner, je grösser seine Geschwindigkeiten sind: so 
wird Arbeit aufgewendet werden müssen, um das betreffende Sysiem in den 
Ruhezustand zurückzuführen; und umgekehrt jeder Vorgang, der ihm noch 
weitere Arbeitskraft entzieht, wird seine Geschwindigkeiten nothwendig 
steigern, und also auch die weitere Gelegenheit gewähren, das Quantum der 
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abgegebenen Arbeitsäquivalente immer weiter bis in das Unendliche zu steigern. 
Diese Möglichkeit ist nun in der That beim Weberschen Gesetz gegeben. In 
meiner früheren Untersuchung war es der Leituneswiderstand der elektrischen 
Leiter, der der elektrischen Bewegung Arbeitsquanta, nämlich die durch die 
Strömung erzeugte Wärme, entzog. und sie nach dem Weberschen Gesetze 
dadurch bei gewissen Arten der Bewegung. zum Beispiel bei Radialströmen 
in einer Kugel, in das Unendliche steigern konnte. 

Bei allen andern bekannten physikalischen Kräften gestaltet sich das 
Geselz der Enereie so. dass in seinem Ausdrucke nur die lebendiee Kraft 
der bewegten Massen von den Geschwindigkeiten abhängt: diese ist aber eine 
nothwendig positive Grösse. weil sie eine Summe von (uadraten der mil 
ausschliesslich positiven Coellicienten behafteten Geschwindiekeiten ist: sie 
bildet also ein mit Steigerung der Bewegung wachsendes. immer positives 
Arbeitsäquivalent. Das Arbeitsäquivalent der bewegten Masse ist also nolh- 
wendig immer grösser, als das der in derselben Lage ruhenden Masse. 

Mischen sich aber die Weberschen Kräfte ein. so ist nach der Be- 
zeichnung der Herren Weber und ©. Neumann das gesammte Arbeitsäquivalen! 
des Massensvstems gleich 

1) der lebendigen Kraft der bewegten trägen Massen 

2) plus der potentiellen Energie der elektrostalischen und anderweiligen me- 

chanischen Kräfte 

3) minus dem elektrodynamischen Potential. 
Dieses letzte hängt auch von den Geschwindigkeiten ab. und sobald sein 
Werth positiv und grösser ist als der von No. 1). so Irelen die oben angegebenen 
Consequenzen ein. Unter welchen Bedingungen und in welchen Fällen dies 
nun vorkommen kann, wird unten erörtert werden. 

Geschieht die Bewegung eines solchen Massensysiems unter räum- 
lichen Verhältnissen. welche die Glieder 1) und 3) sich gerade aufheben 
machen. so wird jede endliche Kraft. die im Sinne der vorhandenen Bewe- 
eung vorwärts treibt. diese in das Unendliche steigern müssen, weil durch 
endliche Zunahme der Bewegung dann das Arbeitsäquivalent nicht mehr ver- 
mehrt wird. während die Kraft doch Arbeit leistet. Unter diese Categorie fällı 
einer der Einwände, die ich in meiner früheren Arbeit aufgestellt hatte. 

Ich habe hiermit den Grund der physikalisch unmöglichen Folgerungen. 


welche Herrn WW. Webers Annahme liefert. in möglichst genereller Form 


auszusprechen gesucht, und werde die Gleichung, welche bei Annahme der 
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Weberschen Kräfte dem Gesetz von der Erhaltung der Energie entspricht, in 
einer Form geben, wo das Verhältniss noch klarer, als in der oben ge- 
brauchten Eintheilung der Energie heraustritt. 

Die speciellen Streitpunkte sind also folgende: 

A. Jch hatte aus den Differentialgleichungen der elektrischen Strö- 
mungen. wie sie von Herrn Kirchhoff aus dem Weberschen Gesetze herge- 
leitet. und von Herrn Lorberg verallgemeinert waren, gefolgert, dass die 
Webersche Annahme labiles Gleichgewicht der Elekiricität in leitenden Körpern 
gebe. Von dieser Folgerung war mitbetroffen die frühere elektrodynamische 
Theorie von Herrn C©. Neumann, wonach die Ausbreitung des elektrischen 
Potentials in die Ferne Zeit brauchen sollte. 

B. Ich hatte an dem einfachsten Falle der Bewegung zweier elektri- 
scher Massenpunkte in Richtung ihrer Verbindungslinie gezeigt, dass diese 
mit endlicher Geschwindigkeit anfangend in endlicher Entfernung unendliche 
Geschwindigkeit erreichen können. 

Auf B. hat Herr W. Weber im letzten Hefte seiner elektrodynamischen 
Maassbestiimmungen *) selbst geantwortet, ohne A. zu berühren. Derselbe ist 
der Meinung, dass durch Annahme eines gewissen Verhältnisses zwischen den 
dabei in Betracht kommenden Constanten die Entfernung, in der jener un- 
endliche Werth der Geschwindigkeit zu Stande komme, immer in das Bereich 
der Molecularkräfte der betreffenden Massen gebracht und dadurch verhindert 
werden könne, dass jener von mir als unmöglich bezeichnete Erfolg ein- 
trete. Ich werde in $. 10 dieses Aufsatzes zeigen, dass die von ihm ge- 
machte Annahme über die Constanten dazu nicht ausreicht, wenigstens nicht, 
so lange wir beliebige Vermehrung der elektrischen Quanta uns vorbehalten. 

Ein zweiter Einwand von Herrn Weber beruht darauf, dass in dem 
von mir gewählten Beispiel die Theilchen im Anfang ihrer Bewegung eine 
(Geschwindigkeit haben müssten, grösser als der sehr hohe Werth der von 
ihm gebrauchten Constante ec, dass diese praktisch jedenfalls nicht herzustellen 
sei. und vielleicht auch der Natur der Sache nach unmöglich sein könnte. 
Dagegen führe ich in $. 9 den Beweis, dass, wenn eine endliche Kraft die 
Annäherung der elektrischen Quanta zu einander dauernd unterstützt. die un- 
endliche Geschwindigkeit auch bei beliebig kleiner Anfangsgeschwindigkeit zu 
Stande kommen kann. 


*) Abhandlungen der math. physik. Classe der Kön. Sächsischen Gesellschaft der 
Wissenschaften. Bd. X. 1871. 
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Herr ©. Neumann hat in seiner neusten Abhandlung über Elektro- 
dynamik *) sich dahin ausgesprochen, dass. wie ihm scheine, mein Einwand 
B. von Herrn Weber in endgültiger Weise widerlegt sei. Er selbst hat. ohne 
auf seine frühere elektrodynamische Theorie zurück zu kommen, eine neue 
Modification des Weberschen Gesetzes aufgestellt, indem er eine unbestimmte 
Function der Entiernung eingeführt hat, die in endlichen Distanzen mit der 
Weberschen zusammenfallen, in molecularen Distanzen aber davon abweichen 
soll. Ich darf wohl annehmen, dass dies in der Meinung geschehen ist. durch 


0e— 


Du 
{ 


die Einführung irgend welcher Molecularkräfte könnten die von mir 
machten Einwände, namentlich B. beseitigt werden. Ich habe deshalb in $. 12 
die allgemeine Form des Gesetzes von der Erhaltung der Energie be- 
nutzt, um zu zeigen. dass die unzulässigen Folgerungen überhaupt gar nich! 
von den Wirkungen in molecularen Distanzen abhängen, sondern im Gegen- 
theil von den Fernwirkungen. 

(Gegen meinen Einwand A. hat Herr ©. Neumann nur im Allgemeinen 
geltend gemacht, die Aörchhoffschen Differentialgleichungen seien noch auf 
andere, nicht genau präcisirte Hypothesen gegründet, ohne aber die ihm hypo- 
thetisch erscheinenden Punkte näher zu bezeichnen. Was ich aus diesen ge- 
folgert hätte, gelte nicht gegen das Webersche Gesetz. Uebrigens hat er 
selbst aus seiner eigenen neuen Annahme keine Differentialgleichungen der 
elektrischen Bewegung hergeleitet, sondern erklärt nur auf S. 472 seines Aul- 
satzes. dass das zur Aufstellung dieser Gleichungen nöthige .„.‚Potentialgesetz** 
bisher für andere als geschlossene lineare Strömungen noch nicht eruirt worden 
sei. Demgemäss ist denn Herr Ü. Neumann auch den Beweis schuldig ze- 
blieben, dass seine neue Modification des Weberschen Gesetzes zu stabilem 
Gleichgewicht der ruhenden Elektrieität in Leitern führe. 

Die Urtheile von Herrn €. Neumann hat auch Herr Zöllner *) wieder- 
holt, ohne irgend etwas Neues hinzuzufügen, was bei einer wissenschaftlichen 
Discussion zu berücksichtigen wäre. 

Ich habe deshalb in $. 13 die Hypothesen der angeschuldigten Kirch- 
hoffschen Gleichungen zusammengestellt, welche in der That keine anderen 
sind, als die Herr W. Weber selbst seiner ersten Ableitung des Inductions- 


gesetzes zu Grunde gelegt hatte, und habe dann den Beweis hinzugefügt, dass 


*) Elektrodynamische Untersuchungen. Berichte der Kön. Sächs. Gesellschaft 
d. Wissenschaften vom 20. Oetober 1871. 


**) Ueber die Natur der Cometen u.s. w. Leipzig bei Engelmann. 1872. 
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beliebige Annahmen über die Molecularvorgänge und Molecularkräfte bei 
elektrischer Strömung die Möglichkeit nicht beseitigen, dass das Arbeitsäqui- 
valent der elektrischen Strömung kleiner als das des Ruhezustandes werde, 
aus welchem Verhältnisse dann die übrigen vorher aufgeführten physikalisch 
unmöglichen Folgen fliessen. 

Endlich habe ich in $. 14 noch die von Herrn J. Bertrand ausge- 
sprochenen Bedenken gegen den Gebrauch der Potentialausdrücke in der 
Theorie der Induction und wegen der Anwendung des Satzes vom Parallelo- 
gramm der Kräfte auf die indueirten elektromotorischen Kräfte zu beseitigen 
gesucht. 

Die Nummern der Paragraphen setzen die meiner früheren Abhand- 


lung fort. 


$. 9. 
Bewegung zweier elektrischer Massenpunkte in Richtung ihrer 
Verbindungslinie. 

Ich beginne mit diesem einfachsten Falle, an dem sich die wesent- 
lichen Züge dessen, was später in allgemeinerer Form nachgewiesen werden 
soll, schon aufweisen lassen. Derselbe ist bereits in der Einleitung meiner 
früheren Arbeit und dann von Herrn Weber besprochen worden. Ich nehme 
wie früher an: das elektrische Quantum e’ liege fest, das gleichartige Quantum 
e sei mit der trägen Masse « verbunden und in der Entfernung r von jenem 
befindlich; es bewege sich in Richtung der Verbindungslinie r. Ich ändere 
die früheren Annahmen nur insofern, als ich noch eine zweite Kraft 
vewöhnlicher Art A hinzufüge, die auf die träge Masse « einwirkt, ebenfalls 
in Richtung der Verbindungslinie, und welche positiv genommen wird, wenn 
sie r zu vergrössern strebt. Die Bewegungsgleichung ist alsdann nach Weber 


d’r ee! X re 2r d’r\ 
I. “m et cc \ dt ) r ce ars" 


Setzen wir mit Weber 


% } 


ee 


- een Ö, 
cceu ‚ 


so können wir diese Gleichung schreiben: 
fe ( 3 d’r ee’ |; 1 ( dr \ OR 
. uU — — — ‘ M ne ü FE De En ) ‘ 
At | r / dt rt cc \d/ıT 


In dieser Form hat sie die Form einer gewöhnlichen Bewegungsgleichung, 
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wo rechts die auch von der Geschwindigkeit abhängige Kraft steht. und der 
Ausdruck links sich nur dadurch von den gewöhnlichen Gleichungen dieser 
Art unterscheidet, dass der Coefficient der Beschleunigung nicht einfach die 
Masse ist, sondern eine Differenz, welche positiv bleibt, so lange r > o, aber 
gleich Null wird, wenn r = 9, und negativ, wenn r<_o. Wir wollen o im Fol- 
genden die ÄAritische Entfernung nennen. 

Die Webersche Voraussetzung, dass die letztgenannten Fälle nicht ein- 
treten könnten, werden wir nachher discutiren. Wenn sie aber doch eintreten 
sollten, so wird die Beschleunigung unendlich gross werden müssen. so of! 
r=o, und sie wird in ihrem Zeichen dem Werthe der Kraft entgegengeseiz! 
werden müssen, wenn r <Ze ist. Es wird alsdann eine jede Kraft, welche die 
Masse u in Richtung der wachsenden r vorwärts zu treiben strebt, bewirken. 
dass sie im Gegentheil rückwärts beschleunigt wird und umgekehrt, und ich 
bitte wohl zu bemerken, dass dies keineswegs nur eine Eigenthümlichkeit der 


! 


3p 


i u , r E72 u. 
elektrischen Abstossungskraft „„ sein würde, der man einige sonderbare Eigen- 
thümlichkeiten vielleicht nachsehen würde. und die also in diesem Falle. we- 


. . .. . T Y . . . dr . 
nigstens bei mässigen Werthen der Geschwindigkeit - die Masse m, statt 
( 


abzustossen, im Gegentheil heranziehen würde: sondern dasselbe würde auch 
gelten für die Einwirkung jeder beliebigen anderen mechanischen Kraft. Die 
Masse m wird sich verhalten, als hätte sie »egative Trägheit. 


Noch einfacher treten diese Verhältnisse heraus, wenn wir die Glei- 


u a ‚ “ un die . 
chung (1.) mit — multiplieiren, um die Gleichung für die Constanz der Energie 





dt 
zu bilden. Wir erhalten dann: 
% dr d’r A d dı z 
(6) 2 ar oe ae 1) Jat+R-7, ei. 


Das letzte Glied ist die Arbeit. welche die Kraft R in der Zeit df leistet. 


Setzen wir 


& R-dt = N, 


so ergiebt die Integration: 


dr\ ee 

1-2), +— = bonst.+N. 
m/T r N 

Die Grösse N braucht in dieser Gleichung nicht nothwendig eine von der 


Art der Bewegung unabhängige Function der Coordinaten zu sein. Legen 
Journal für Mathematik Bd. LXXV. Heft 1. 6 
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\ ' s dr ’ 
wir den Anfangspunkt der Zeit £ auf einen Augenblick, wo 7 0ist, setzen auch 


für denselben gleich Null, und r=tr, so ist 


(2".) u(1— 2) er — ee en. AR 


Wenn nun r>>o ist, das heisst das Theilchen « sich im Anfang jenseits der 


n 


kritischen Distanz befindet, ferner /? einen solchen negativen Werth hat, dass 


R er ee 0 
- 
ist. so wird die rechte Seite von Gleichung (2°.) für negative Werthe von 
dr 


Zu positiv sein, und e sich dem e’ nähern, die Geschwindigkeit wachsen, zu- 
- 


letzt unendlich werden, sobald r =. geworden ist. 

Es braucht hierbei also die Kraft AR nur eine endliche Grösse zu haben, 
und durch eine endliche Strecke hin zu arbeiten, also einen endlichen Betrag 
an Arbeit NR zu leisten, um der Masse « unendliche Geschwindioekeit milzu- 
theilen. Es geht hieraus zunächst hervor, dass es keineswegs nölhig ist. der 
Masse 1 eine übermässig grosse Geschwindigkeit im Anfange mitzutheilen. 
In meiner früheren Arbeit war dies nur dadurch bedingt, dass ich keine Kraft 
R hinzugenommen hatte, und also die ganze Arbeit, welche nöthig ist, die 
Masse «u gegen die elektrische Abstossungskraft bis o heranzutreiben, ihr von 
Anfang an in Gestalt einer grossen Geschwindigkeit mitgegeben sein musste. 

Da die hier gemachte kleine Abänderung des vorliegenden Beispiels 
die Noihwendigkeit einer grossen Anfangsgeschwindigkeit beseitigt, wird es 
unnölhig sein, die principiellen Bedenken zu erörtern, welche Herrn Webers 
Widerspruch gegen die Zulässigkeit einer so grossen Anfangsgeschwindigkeit 


(grösser als y2mal der Lichtgeschwindigkeit) hervorrufen könnte. 


$. 10. 


Ist die kritische Entfernung o immer eine moleeulare Entfernung 


Der zweite Einwand von Herrn W. Weber gegen die Anwendbarkeit 
der von mir aus dem eben besprochenen Beispiel gegen seine Theorie ge- 
zogenen Schlüsse, ist auf die Annahme gestützt, dass die Entfernung 9 eine 
ausserordentlich kleine, nur moleculare Entfernung sei, so dass was innerhalb 
derselben geschieht entweder überhaupt unserer Wahrnehmung gar nicht zu- 


— 


gänglich sei, oder durch das gleichzeitige Eingreifen anderer molecularer 
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Kräfte gehemmt werde, wie ja z. B. auch das Unendlich werden der Ge- 
schwindigkeit zweier gravitirender Massenpunkte, wie es für die Entfernung 

— () eintreten müsste, dadurch vermieden wird, dass die moleeularen Kräfte, 
welche der Volumverminderung beider Massen widerstehen. in das Spiel 
kommen, ehe die Entfernung Null erreicht wird. 

Der Werth der Entfernung o ist 

Zee! 
I en 


Ist das elektrische Theilchen e nur mit seiner eigenen Masse behaftet. so 


R wi ; . . r “ 2. 
wird — irgend einen bestimmten Werth / haben. Enthält « auch noch pon- 
U 


derable Masse, so wird — <- 9 sein. 

Ueber den Werth von 5 wissen wir bisher gar nichts: es steht also 

9, 2 

der von Weber gemachten Annahme, dass — — — —=b eine ausserordent- 
lich kleine Grösse sei. wenigstens nichts entgegen. Nur geht diese Annahme 
aus den bisher bekannten Thatsachen keineswegs hervor, sondern sie ist eben 
eine neue Annahme, welche Herr Weber erst gemacht hat, um meinen Ein- 
wänden zu entgehen. Von der Masse u, wenn diese keinen ponderablen Be- 
standtheil enthält, weiss man nur, dass sie so klein ist, dass sie sich bisher 
allen Messungen entzogen hat, während e allerdings sehr gross ist, aber doch 
semessen werden konnte. Eben deshalb aber ist der Werth von wce aus 
erfahrungsmässigen Daten nicht zu bestimmen, und es mag jede Hypothese 
über ihn als erlaubt angesehen werden. 

Aber wenn auch 5 eine äusserst kleine Grösse ist, so ist o doch nicht 
allein von b abhängig, sondern es ist o= be’, und e’ kann noch jede beliebige 
Grösse haben, folglich auch o. Dabei ist wohl zu beachten. dass wenn wir 
uns e' als eine kugelförmige Masse von bestimmter Dichtigkeit denken wollten, 
sei es als elektrisches Fluidum, sei es als einen mit Elektrieität einer Art 
durchdrungenen oder bedeckten Isolator, bei wachsendem e’ der Durchmesser 
dieser Kugel wie ye' oder wie ye’ wachsen würde, je nachdem e’ im Innern 
oder an der Oberfläche angesammelt ist, o aber wie e’ selbst. also viel 
schneller, und dass wir also durch entsprechende Vergrösserung von e' der 
Grösse o jede beliebige endliche Grösse und ihrem Endpunkt jeden beliebigen 
Abstand von der Oberfläche der elektrischen Masse e’ geben können. 


Daher ist auch weiter schon hier klar, dass wenn wir e’ immer grösser 
Br 
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und grösser werden lassen, schliesslich die kritische Entfernung o zum Durch- 
messer der Masse e’ jedes beliebig grosse Verhältniss erreichen kann, so dass 
zuletzt auch dieser Durchmesser wieder gegen 0 verschwindend klein wird, 
und dann das einfache Webersche Gesetz wieder angewendet werden kann, 
wie es für zwei Massenpunkte gilt. Für die dazwischen liegenden Fälle, 
wo die linearen Dimensionen von e' endlich gegen go sind, würden dagegen 
Integralausdrücke zu bilden sein, von denen wir einige der einfachsten Formen 
im nächsten Paragraphen bilden werden. 

Herr Weber selbst hat einen etwas anderen Ausdruck für o gewonnen, 
weil er beide elektrische Massen als beweglich betrachtet; sind deren träge 
Massen « und «, so ist der Werth 

ee u-+u' 


) red .— oe 
S ce u u 


Lässt man e und «' sehr gross werden, so führt dieser Ausdruck auf die- 
selben Schlüsse, die ich eben gezogen habe. 

Wenn man also nicht willkürliche, und durch den ursprünglichen Sinn 
des Weberschen Gesetzes in keiner Weise gebotene Beschränkungen für die 
Grösse der elektrischen Quanta e und e’ festsetzen will, so folgt aus den an- 
gestellten Betrachtungen, dass selbst, wenn man Herrn Webers Annahme über 


> 


€ . . .r a) » . 
—. acceplirt, die kritische Entfernung 9 keines- 





den Werth der Constanten 


wegs immer eine moleculare Entfernung sein wird, sondern jede beliebige end- 
liche Grösse erreichen kann. Es kann also das Zustandekommen unendlicher 
Geschwindigkeit der bewegten Masse «u, oder dieses Zustandes, den ich kurz 
als negative Trägheit bezeichnet habe, innerhalb der Entfernung g9 auch durch 
Molecularkräfte keineswegs verhindert werden. 

Wenn nun o = be’ eine endliche Grösse ist, so wird die elektrische 
Abstossungskraft, welche von der Kraft R des $. 9 überwunden werden 
müsste, im Maximo sein 


ee cu cu 


: er Fe ve 
0 20 2be 





Je grösser e' und somit go wird, desto kleiner wird die Kraft, die zur An- 
näherung bis zur Grenze go nöthig wird, so dass schliesslich jede der Masse 
u proportionale Kraft, wie die Schwere gu, bei hinreichender Vergrösserung 
von e dazu ausreichen würde. 

Nun ist die Constante ce gemessen und sehr gross gefunden worden, 
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die Constante 5 von unbekannter Grösse und, nach Herrn Webers Annahme, 
vielleicht sehr klein. Dann würde es allerdings für unsere praktischen Hilfs- 
mittel wahrscheinlich unmöglich werden, so viel Elektricität e' zu sammeln, 
dass die Schwere oder eine zur Schwere in endlichem Verhältnisse stehende 
Kraft, die allein auf die Masse « wirkte, für die Ausführung des Versuchs 
zureichte. Wenn wir aber das Webersche Gesetz, als ein wirklich elemen- 
tares anerkennen sollen, als ein solches, welches den letzten Grund der be- 
treffenden Erscheinungen vollständig ausspricht, und nicht nur als einen an- 
genähert richtigen Ausdruck der Thatsachen für gewisse engere Grenzen, so 
müssen wir verlangen, dass es auch auf Objecte von den denkbar grössten 
Dimensionen angewendet, Folgerungen gebe, die physikalisch möglich sind. 
Uebrigens bemerke ich noch, dass die in diesem Falle verlangte Kraft 
wieder nur dann so gross ausfallen müsste, wenn dieselbe ihren Angriffispunkt 


— 


nur in der Masse « haben sollte. Drängt man dagegen die Masse «u vor- 
wärts durch eine andere Masse M, welche beliebig gross sein, und der An- 
grillspunkt beliebig grosser, der Abstossung von wu überlegener Krälte sein 
kann, so würde allerdings die Masse M+.u nicht in derselben Entfernung o 
wie u selbst unendliche Geschwindigkeit erhalten. Sowie aber die Grenze 
von go überschritten wäre, würde « von der elektrischen Abstossungskraft jetzt 
anziehend. und zwar im ersten Moment unendlich stark beschleunigt. sich 
von M trennen, und sich fortan, wie Herr Weber schon gezeigt hat, im 
Innern der Kugel vom Radius 0 bewegen, in demjenigen Zustande, den ich 
vorher als negative Trägheit bezeichnet habe, und dessen Attribute wir im 
Folgenden näher kennen lernen werden. 


$. 11. 
Die Gleichung der lebendigen Kraft für die Weberschen Kräfte. 

Das Beispiel des vorigen Paragraphen wies uns auf die Wirkung im 
Raume ausgedehnter elektrischer Massen hin, deren Resultate nur durch In- 
tegratlionen zu bestimmen sind. Um diese zu vollziehen, wollen wir die Glei- 
chung der lebendigen Kraft bilden. Diese ist zwar für zwei elektrische 
Massenpunkte schon von Herrn Weber, für eine beliebige Anzahl solcher von 
Herrn C. Neumann gebildet worden. Indessen werden die Consequenzen 
dieser Gleichung anschaulicher, wenn wir die einzelnen Theile etwas anders 


zusammengruppiren. Deshalb wiederhole ich hier ihre Ableitung mit einigen 


Aenderungen. 
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Es seien gegeben Massenpunkte in beliebiger Anzahl, einzeln bezeichnet 
durch die verschiedenen Werthe ihres Index ». Es bezeichne e, das nach 
elektrostatischen Einheiten gemessene elektrische Quantum des »t°" Punktes, 
welches bei nicht elektrisirten Massenpunkten auch gleich Null gesetzt werden 
kann, und «, sei die träge Masse, .r,, y,, 3, die Coordinaten desselben Punktes. 
Die Componenten nicht elektrischer Kräfte, die denselben angreifen, seien 
X,. Y, und Z,. Dann ist nach Webers Gesetz: 

FB. LE = X te 2 Em (En Im) ee " 2 nm el 


dt‘ r e Pa cc dt cc 





Entsprechende Gleichungen ergeben sich für die beiden andern Coordinaten 
jedes der Punkte »; im Ganzen also 3% Gleichungen. Man multiplieire die 


x - ’c . dx, . .. . W . E 
Gleichung (3.) mit Fruk die übrigen Gleichungen mit den entsprechenden 


Differentialquotienten, und addire alle, so erhält man die Gleichung der leben- 
digen Kraft. 

Um diese einfach zusammenzufassen brauchen wir noch folgende Be- 
zeichnungen: 

q„ die resultirende Geschwindigkeit des Punktes », also 


zn \ : [08 Pr 6:3) 32). 
(3°) In — G ) 1) dt /? 


der Winkel zwischen der Richtung q, und der über » hinaus verlän- 


e n 


ah Richtung von r,,„, also 
9.) — In cos mn 7 Im cos J n,m » 


P das elektrostatische Potential: 





u 
N 
. 
ie 
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n "m, 


0 das elektrodynamische Potential: 


1 ee 
‚od \ N be Pe 
(3 .) () — Ta [*°"4.. Im .COS ”_ m *® cos F Mn 


cc 


n,m 


n =” m. 


V die von den nicht elektrischen Kräften geleistete Arbeit: 
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dx, 
n dt 


dyy, 
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dz 
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p, eine den Potentialfunctionen ähnlich gebildete Function für den Punkt »: 


(3’.) P. z| Be ” cos ". ZR | 


L endlich die lebendige Kraft, aber so berechnet. dass unter ihr alle mit 
Quadraten der Geschwindigkeiten multiplieirten Glieder zusammengefasst sind: 


1 
De \ »; ( : ’ | | 
(38. I; 3 uu— — &Pa)Ia]- 


/ 


Braucht man diese Bezeichnungen, so ist die Gleichung der lebendieen Kraft 
(3) L+P-V-O = Const. 
Sind die Coordinaten und die Geschwindigkeiten zur Zeit /, alle von gleichem 
Werthe, wie zur Zeit {,, so haben L, P, Q auch wieder die gleichen Werthe. 
und es muss also 
V,—-V, = 0 


sein. Das heisst, während eines Cirkelprocesses,. der zu den Anfaneswerthen 
der Coordinaten und Geschwindigkeiten zurückführt. wird nicht mehr Arbeit 
nach aussen abgegeben, als von aussen empfangen. Dies ist die verallge- 
meinerte Form, in der die Herren Weber und ©. Neumann das Gesetz von 
der Erhaltung der Energie gefasst haben. 

Das elektrodynamische Potential hat hier dieselbe Form, wie in der 
ursprünglichen Form des Weberschen Induclionsgesetzes. Die Glieder mit den 
Quadraten der Geschwindigkeiten sind dagegen, abweichend von den Herren 
Weber und Neumann zur lebendigen Kraft hinübergezogen. 

Andererseits zeigt die Gleichung (3°.),. dass die Coeflieienten der Ge- 
schwindigkeitsquadrate g, nicht nothwendig immer positiv zu bleiben brauchen. 
wie dies der Fall ist, wenn sie nur träge Massen vertreten. sondern auch 
negaliv werden können. Somit lässt das Webersche Gesetz die Möglichkeit 
olfen, dass sich gleichzeitig die positiv und die negativ genommenen q in das 
Unendliche steigern, ohne dass die Potentiale der rechten Seite der Glei- 
chung (2.) unendlich zu werden brauchen, d. h. ohne dass die Massenpunkte 
sich einander auf unendlich kleine Distanzen nähern. In der gewöhnlichen 
Fassung des Gesetzes von der Conslanz der Energie sind alle qg mit noth- 
wendig positiven Factoren multiplieirt, kein g kann unendlich werden. ohne 
dass einerseits die lebendige Kraft unendlich wird. und andererseits die po- 


tentielle Energie um ein Unendliches Quantum verkleinert wird. Nach dem 


Weberschen Gesetz könnte bei einem endlichen Werthe der gesammten Energie 
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die lebendige Kraft der ponderablen Theile in das Unendliche steigen, freilich 
müsste gleichzeitig auch die Geschwindigkeit der elektrischen Bewegungen 
ebenfalls in das Unendliche gesteigert werden. 
Weiter ist hier zu bemerken, dass in der Differenz 
1 


ee 





HU, we euP. Bun m, . 


welche die Stelle der Masse einnimmt. nicht mehr ein einzelnes elektrisches 
Theilchen der Masse «, gegenübergestellt ist. sondern in der Function p,, 
welche nach Art einer Potentialfunction zusammengesetzt ist, eine beliebig 
erosse Menge anderer elektrischer Massen e,, die jedenfalls so gross gemacht 
werden kann, dass sie grösser wird als — ce, wobei die Massen e, durchaus 
nicht nahe an der Masse e, zu liegen brauchen. 

Die Grösse p kann betrachtet werden als die Potenlialfunetion der vor- 
handenen übrigen freien Elektricität, wobei nur deren elektrostatische Quanta 
mit dem immer positiven Factor cos’(9,,„) multiplieirt sind. Denken wir nun 
alle freie Elektrieität gleichnamig und den grösseren Theil derselben an einer 
Fläche abgelagert, dann ohne Veränderung ihrer Dichtigkeit die linearen Di- 
mensionen des Körpersystems auf das »fache vergrössert, so wird p auf das 
nfache wachsen. Ist die’ Elektricität, von der p abhängt, aber continuirlich 
im Raume verbreitet, so wächst in solchem Falle p, auf das » fache. In beiden 
Fällen können wir durch eine solche Veränderung jedenfalls zu Werthen von 
p unter gleichzeitiger Vergrösserung der Entfernungen zwischen den Massen 


e„ und e, kommen, bei denen der die Masse vertretende Factor 





A, g e.P: — m, 


CC 
negativ wird, und wo es möglich wird, die Massen «, mit stets zunehmender 
Geschwindigkeit beliebig grosse Arbeit leisten zu lassen. Praktisch hätten wir 
dann das Perpetuum mobile, wenn auch theoretisch die erweiterte Form des 
Gesetzes von der Erhaltung der Energie, wie es in Gleichung (2.) ausge- 


sprochen ist, gewahrt bliebe. 


$. 12. 


Die Folgen des Weberschen Gesetzes im Falle fester gleichmässiger 
elektrischer Belegung einer Kugel. 


Die eben angedeuteten Folgen treten am einfachsten und übersicht- 
lichsten auf, wenn wir annehmen, dass nur ein einzelner Massenpunkt, den 
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wir ohne Index lassen, ı mit dem elektrischen Quantum e bewerlich sei. 
alle übrige Elektricität aber festgeheftet sei an der Oberfläche einer Kure!l, 
an der sie eine oleichmässige Belegunesschicht bilde. Praktisch könnte der 
Fall vorkommen, wenn die Kugel aus isolirendem Material bestände. Wir 
wollen beide Fälle untersuchen. sowohl den. wo das ı sieh innerhalb der 
Kugel bewegt, und diese hohl ist, als auch, wenn « ausserhalb der Kugel liest. 

Diese Kugellläche habe den Radius AR, das Quantum Elektrieität auf 
der Flächeneinheit ihrer Oberlläche sei &. Ferner seien <, r, Z die Coordi- 
naten des Punktes « zur Zeit f, und x, y, z die des Flächenelements do» auf 
der Oberfläche der Kugel vom Radius #2: die Entfernung zwischen v und 
do sei r. 

Zur Berechnung von p setzen wir voraus, die r-Axe sei so gelegt. 
dass sie der eben der Geschwindigkeit qg zukommenden Richtung parallel sei. 


Dann ist nach Gleichung (3. 


(2 — &)’ 
) - - dur, 
I # a - 


wo die Integration über die ganze Kugellläche auszu dehnen ist. 


Nun ist aber 
dr l (2 — & 


d£’ r p® 


’. d’ » 
pP: /- - do — za fe duo, 


was wir zur Abkürzung schreiben wollen: 


also 


d’o 
ME 
! d&“ 


Der erste Theil s ist bekanntlich ausserhalb der Kugel. wenn o den Abstand 
des Punktes « von deren Mittelpunkt bezeichnet, 


4nhe 
— - Br - “ 
0 
innerhalb der Kugel 
s; = 4nRe 


Die Grösse o ist durch Integration leicht zu finden. Wenn » der Winkel 
zwischen dem nach dw geführten Radius der Kugel und der positiven r-Axe 


ist. so ist 





inne | 
o—= / IR-+0—2oRcosn.2asinn. Rdn, 
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Das unbestimmte Integral hiervon ist 


nf +0'-20Rcosı]' 

















Zwischen den Grenzen 7 = 0 und „, —=r genommen, giebt dies für den innern 
Raum: 
q \37 R 
= [R+E-(R-g]=-Z-[BR'+ 0), 
für den äussern Raum der Kugel: 
- un 
6, —[(R+o) —(o—-R}] = + RR). 
Daraus ergiebt sich für den innern Raum: 
SseR Ane 
(4) p=4el ——=——R 
3 9] 3 
und für den äussern Raum: 
AnceR’ 1 2— € 4a R' 1 3(2 — &) 
pn BE auge 1 Mean 
0 0 0 a 2 0 0 


oder wenn wir den Winkel zwischen dem Radius- Vector r und der Richtung 
von q mit 7 bezeichnen, 
| 4neR’ , R’ AneR' 
4°.) — —— cos’n- 1 -7| FT 
\ e es 0 = Jo’ 
Im Innern einer solchen Kugel hat also » einen von dem Ort und der Be- 
wegungsrichlung von w unabhängigen constanten Werth, und wenn 


Arne 





R > ce 


ist, so ist für jede Bewegung von « innerhalb der Hohlkugel das Aequivalent 


der Masse m negaliv. 
Was die übrigen Grössen in der Gleichung (3”.) betrifft, so wird inner- 


halb der Kugel 


P= e-41eR, 
0=0, wel q,=0; 


. . e . . . > . 
also wenn wir die conslante Grösse P mit in die Integrationsconstante ce ein- 


begreifen, wird Gleichung (2.) 

(2°.) Img +V+C=V%. 
Dabei ist es auch offenbar gleichgiltig, ob die Masse « in einen Punkt con- 
centrirt ist, wie bisher angenommen wurde, oder ob sie über ein körperliches 
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Volumen von beliebiger Grösse ausgebreitet ist. wenn nur ihre Theile relativ 


gegen einander unbeweglich sind. Die Grössen p, P, Q haben eben für alle 


Theile von «u denselben Werth, wo diese auch liegen mögen. Sind nun die 
Massen e, gross genug, dass die in diesem Falle constante Grösse m negaliv 
wird. so haben wir durch das ganze Innere der Kugel gleichmässig diese 
verkehrte Art der Mechanik, dass bei vorwärts treibender Kraft der Punkt « 
rückwärts beschleunigt wird, und umgekehrt; ferner die potentielle Energie 
der treibenden Kraft und die Geschwindigkeit q gleichzeitig wachsen, während 
in allen Fällen der gewöhnlichen Mechanik die eine immer abnehmen muss. 
während die andere wächst. 

Aus der Gleichung (2°) folgt zunächst. dass wenn m negaliv ist. und 
q irgend einen Werth hat, eine solche Bewegung nie aufhören kann. ohne 
dass von aussen her mittels der Kraft, deren Potential V ist. Arbeit geleistet 
werde. Das Arbeitsäquivalent einer solchen bewegten Masse ist negaliv, ist 
kleiner, als es im Zustande der Ruhe sein würde, und die Ruhe kann also 
ohne Arbeitsleistung nicht wieder hergestellt werden. 

Lassen wir nun das Theilchen « auf irgend einem vorgeschriebenen 
Wege. dessen Länge wir mit s bezeichnen, sich innerhalb der Kugel be- 
wegen, so ist 


ds 
a dt 


m 


Differentiiren wir unter diesen Annahmen. wo p constant ist. die Gleichung 


. . , . ds 
(3°.) nach f, so erhalten wir mit Weglassung des Factors rk 
\ er ( 


zu ds e 
(4°. m— = 8, 
an .e di“ : 
wenn wir mit S die Componente der treibenden Kraft in Richtung des Weges 
s bezeichnen. Ist nun m negativ. so wird die Kraft S immer in verkehrtem 
Sinne einwirken; wenn sie der Bewegung entgegenwirkt. wird sie diese 
immer beschleunigen, und wenn dasselbe fortdauernd oder immer wiederholt 
geschieht, sie schliesslich in das Unendliche steigern. 
Um die Folgen davon zunächst an einem einfachsten Beispiel solcher 
‚ua veranschaulichen. dass dabei Constanz des mechanischen Theils der 
Art zu veranschaulichen. dass dabei Constanz des mechani ı 1 
Arbeit stattfindet, setzen wir voraus, dass man ruhende elastische Kugeln von 
der Masse M auf die vorgeschriebene Bahn der Masse « bringe. Der Erlolg 
jedes Stosses lässt sich in gewöhnlicher Weise berechnen. Das Prineip von 


> 
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der Erhaltung des Schwerpunkts, welches, wie man leicht einsieht, für das 
Massenäquivalent m hier gerade ebenso gelten würde, wie für eine wirk- 
liche Masse. giebt, wenn q, die Geschwindigkeit von « vor dem Stosse, 
q, und Q die von « und M nach dem Stosse bezeichnen: 

mg = mq + MO. 
Das Prineip von der Erhaltung der Kraft giebt: 

mg, = mqy-+ MO". 


Ist M-+-m negativ, so erfolgt der Stoss in gewöhnlicher Weise, die beiden 


> 
“1 
Massen Irennen sich wieder, M eilt vorwärts mit der Geschwindigkeit In: 


; 3 ’ m—HMH 
und «© bleibt zurück mit der vergrösserlen Geschwindigkeit ul wobei 


zu bemerken ist, dass wegen der gemachten Annahme Zähler Yen ei beider 
Brüche negativ sind. Somit können wir durch das bewegte elektrische Theilchen 
beliebig oft ponderable Massen fortsiossen lassen und ihnen Geschwindigkeit 


ertheilen, während gleichzeitig die Geschwindigkeit der elektrisirten Masse w 


x 


immer mehr zunimmt. 
Wäre MD (—m), so würden die beiden stossenden Massen nicht von 


einander prallen, sondern sich immer fester und fester an einander drängen 


mit wachsender Geschwindigkeit beider. 


Ein anderer entsprechender Fall, wo die Kraft S aber keine Kräftefunction 
hat. wäre der, wo das Theilchen « sich auf seinem vorgeschriebenen Wege 
s gegen einen Reibungswiderstand bewegte. Es würde mit wachsender Ge- 
schwindigkeit laufen müssen, und dabei immer steigende Wärmemengen bis 
in das Unendliche entwickeln. Dieser Fall würde auch mit dem eines elektri- 
schen Stromes in dem Wege s zusammen fallen, letztern als linearen Leiter 
gedacht, wenn wir mit Herrn ©. Neumann annehmen, dass bei jedem elektri- 
schen Strome sich nur eine Art der Elektrieität bewegt. 

Bei der anderen Annahme über die elektrischen Ströme, wie sie den 
meisten Berechnungen der Herren Weber und Kirchhoff zu, Grunde liegt, wo- 
nach sich immer gleiche Quanta entgegengeseizter Elektrieität in entgegen- 
gesetzter Richtung mit gleicher Geschwindigkeit bewegen, fällt dagegen die be- 
sprochene Veränderung der trägen Masse fort, weil sie für die positiven und 
negativen bewegten Partikel enigegengesetztes Zeichen erhält. Diese Fälle 


werden wir im nächsten Paragraphen behandeln. 
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Es ist klar, dass die beiden hier gegebenen Beispiele das Perpetuum 


Lee) 


mobile realisiren würden. 


Es bleibt noch übrig zu erörtern, wie sich ein beweetes Theilchen im 
äusseren Raum verhält. Hier ist das Massenäquivalent m nicht für jede Art 
von Bewegung negativ, sondern wie die Gleichung (4”.) zeigt, hängt p vom 
Werthe des Winkels »; zwischen den Richtungen von r und g ab. Fallen 


beide zusammen. so ist 
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0 0 / 
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was für den Fall, dass — unendlich klein wird. in den für einen einzelnen 
- 


14 En .. ” -. 
Massenpunkt geltenden Werth — übergeht. Ist »; dagegen ein rechter Winkel, 
P | 
so wird 
InsR' 
U u ii Ka 
l ID 


Dicht an der Kugelfläche, wo R=o, sind beide Werthe gleich. und gleich 
dem Werthe im Innern der Kugel, so dass also der Unterschied der Rich- 


tungen sich erst in einiger Entfernung von der Kugel geltend macht. 


Aus den vorstehenden Untersuchungen ergiebt sich, dass die physikalisch 
unzulässigen Folgerungen des Weberschen Gesetzes durchaus nicht an mole- 
culare Distanzen gebunden sind, sondern durch die Wechselwirkung elektrischer 
Theilchen über beliebig grosse Entfernungen hin zu Stande kommen können. 


Diese Folgerungen sind also nicht zu beseitigen durch die von Herrn 
4 


5 . ; ee . . Bi . 
W. Weber selbst gemachte Annahme, dass u eine sehr kleine Grösse sei; 


denn diese zerfällt schon an und für sich in zwei getrennte Annahmen, näm- 

. Ce N . . 

lich dass —— „ und dass e’ sehr klein sei. 
CCcU 


Die letztere aber kann nicht allgemein 


gemacht werden, da gar kein allgemein geltender Grund ersichtlich ist, durch 
den die Grösse von e' beschränkt werden könnte; und wir haben gesehen, 
dass selbst wenn man der angehäuften Elektrieität ein gewisses Maximum der 
Dichtigekeit zuschreiben wollte, und also grössere Quanla e’ über grössere Vo- 
lumina oder Flächen ausgedehnt vorkommen müssten, dies an den Folgerungen 
nichts Wesentliches verändert. 

Ebensowenig können jene unzulässigen Folgerungen beseitigt werden durch 
die Annahme von Herrn ©. Neumann, dass in molecularen Distanzen zu der 


vi 
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Weberschen Kraft eine andere hinzukomme, die in grösseren Entfernungen gegen 
jene verschwinde. Derselbe hat den Theil der Weberschen Kraft zwischen zwei 


.f 1 
elektrischen Massenpunkten, welcher mit dem Factor er behaftet ist, gesetzt 


gleich 
‚ JdP !’W 


Dieser Ausdruck wird gleich der Weberschen Kraft, wenn man setzt: 


zyr 


c 





Po 


Herr ©. Neumann nimmt an, dass in Wahrheit dieser Werth nur für grössere 
Entfernungen genau gelte, für sehr kleine aber davon in einer nicht näher 
definirten Weise abweiche. 

Eine solche Aenderung im Werthe von 7 würde an der ganzen, von 


mir im vorigen Paragraphen gegebenen Deduction gar nichts ändern, weil dort 

“ dp 

alle relativ zu einander bewegten elektrischen Theilchen, für welche Er 02 
( 


nicht gleich Null ist, in beliebig grossen Entfernungen von einander liegen 


können. 


$. 19. 
Folgerungen für die elektrischen Ströme. 

Im vorigen Paragraphen wurde vorausgesetzt, dass nur eine Art von 
Elektrieität in Bewegung sei; es wären die dort gezogenen Schlüsse, wie 
schon bemerkt, direct anwendbar auf elektrische Ströme in Leitern, wenn bei 
diesen, wie es Herr ©. Neumann in seiner letzten Arbeit angenommen hat, 
sich nur eine Elektricität bewegte, oder wenidstens eine mit grösserer Menge 
oder Geschwindigkeit als die andere. Wäre dies der Fall, so würde ein 
elektrischer Strom innerhalb einer mit hinreichender Menge festliegender gleich- 
arliger Elektricität bekleideten Kugelhülle ein Arbeitsäquivalent haben, welches 
kleiner als in der Ruhe wäre, mit allen unzulässigen Consequenzen eines 
solchen. 

Wenn dagegen angenommen wird, dass bei jeder elektrischen Strö- 
mung in einem Leiter gleiche Quanta Elektricität sich mit gleichen und ent- 
gegengeselzten Geschwindigkeiten bewegen, so werden die Schlüsse des vo- 
rigen Paragraphen unanwendbar, weil die träge Masse beider eiektrischen 
Fluida durch äussere ruhende Elektrieität in entgegengeseizter Weise ver- 
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ändert werden würde. In diesem Falle bleibt nur das elektrodynamische 
Potential, welches oben mit Q bezeichnet ist, übrig, um die Arbeit der Strö- 
mung negaliv zu machen; und dies sind gerade die Fälle, welche ich in 
meiner früheren Arbeit als möglich nachgewiesen habe. Für die Bewegung 
der Elektrieität sind dabei Differentialgleichungen benutzt, die mit den von 
Herrn Kirchhoff aus der Weberschen Hypothese hergeleiteten zusammenfallen. 
Meinen Nachweis, dass diese Differentialgleichungen labiles Gleichgewicht 
der Elektrieität in Leitern ergeben, glaubt Herr ©. Neumann durch folgende 
Erklärung zu beseitigen 

„Diese Differentialgleichungen aber beruhen nur theilweise auf jenem 
Grundgesetze, zum andern Theil aber auf mancherlei andern sehr hypothetischen 
(und bisher nicht einmal bestimmt formulirten) Voraussetzungen, so dass also 
jenes Grundgesetz durch ein gegen diese Differentialgleichungen geäussertes 
Bedenken nicht im Mindesten tangirt werden kann.‘* Uebrigens hat, wie oben 
bemerkt, Herr C. Neumann es nicht auf sich genommen, richtigere Differential- 
sleichungen an Stelle der von ihm angezweifelten zu setzen. 

Ich erlaube mir deshalb hier zunächst die aus Herrn Kirchhoffs Arbeit *) 
leicht heraus zu lesenden Voraussetzungen hier zusammen zu stellen. 

1) Derselbe benutzt den von Herrn W. Weber selbst gegebenen Werth 
für die elektrodynamisch indueirten elektromotorischen Kräfte, welchen dieser 
unter der Voraussetzung abgeleitet hat, dass in jedem elektrischen Strome 
gleich grosse (Quanla positiver und negativer Elektricität mit gleichen Ge- 
schwindigkeiten in entgegengesetzten Richtungen fliessen. Aus dieser Voraus- 
setzung können die von Herrn Kirckhoff gebrauchten Ausdrücke in der Form. 
wie er sie braucht, nach bekannten Methoden, ohne Schwierigkeit hergeleitet 
werden. Diese Annahme fällt übrigens mit der andern zusammen, dass an 
jeder Stelle eines Leiters die absolute Menge beider elektrischer Fluida zu- 
sammen genommen stets constant ist. Dieselbe Annahme bedingt auch weiter, 
dass alle Anziehungskräfte, welche gleichzeitig auf die positive und negative 
Elektricität des Leiters ausgeübt werden, diesen selbst zu bewegen streben 
müssen, da die beiden Elektrieitläten nicht gleichzeitig ihren Ort verlassen 


können u? 
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r., Poggendorffs Annalen Bd. 102 8. 524-533. 

) Bei diesem Punkte erlaube ich mir auf einen Fehler aufmerksam zu machen, 
den Her C. Neumann auf S. 409 des angeführten Aufsatzes in seinen Rechnungen 
begangen hat. Er behauptet daselbst unter (30.), dass er durch seine Gleichungen 
(29) „den wichtigen Satz, dass die auf irgend eine ponderable Masse ausgeübte be- 
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2) Es wird vorausgeselzt,. dass die elektrischen Fluida in dem Leiter 
continuirlich verbreitet sind, und ihre Geschwindigkeiten continwirliche Funectionen 
der Coordinaten sind. Diese Voraussetzung liegt der Ausführbarkeit der über 
den Raum erstreckten Integrationen zu Grunde. 

3) Es werden die Grundhypothesen des Ohmschen Gesetzes gemacht, dass 
nämlich in jedem Augenblick die elektrische Strömung so hoch steige, bis die 
durch den Leitungswiderstand erzeugte Gegenkraft der treibenden elektromo- 
torischen Kraft gleich sei. Es liegt hierin die Annahme, dass die elektrischen 
Fluida keine träge Masse haben. Diese sub 3) hingestellte Annahme hat Herr 
©. Neumann in seiner letzten Arbeit in gleicher Weise gemacht. 

Andere Ilypothesen kann ich aus Herrn Aörchhoffs Behandlung des 
Problems nicht herausfinden. Die von Herrn Bertrand erhobenen und im 
folgenden Paragraphen besprochenen Bedenken existiren nicht für Jemanden, 
der vom Weberschen Gesetze ausgeht, da durch dieses der Sinn der resulti- 


renden Kraft bestimmt gegeben ist. 
wegende Kraft identisch ist mit der Resultante sämmtlicher distantiellen Kräfte, welche 
einwirken theils auf die ponderable Masse selber, theils auf die augenblicklich in ihr 
enthaltene elektrische Materie” bewiesen habe, und fügt hinzu: „Man betrachtet 
diesen Satz gewöhnlich als selbstverständliceh. Dass das indessen xicht der Fall sei, 
zeigt die hier für den Satz gegebene Deduction. Denn aus dieser Deduction geht 
hervor, dass die Richtigkeit des Satzes wesentlich geknüpft ist an die Voraussetzung, 
die elektrische Masse besitze keine oder nur eine verschwindend geringe Trägheit.” 
Ich erstaunte nicht wenig, als ich diesen Satz las, denn in den Hypothesen, von 
denen Herr ©. Neumann ausging, und auf welche seine „Deduction’ gegründet ist, 
war über die mechanischen Beziehungen zwischen der sich bewegenden, hier nur po- 
sitiven Elektrieität und der Materie des Leiters nichts weiter angenommen, als dass 
die Elektrieität der Reibung des Leitungswiderstandes und den voltaischen elektro- 
motorischen Kräften (Schiebungskräften) unterworfen sei. Dass nun durch blosse 
Rechnung eine neue mechanische Beziehung zwischen beiden, zu welcher in den 
Prämissen kein Grund gelegt war, erzeugt werden sollte, machte mich neugierig, das 
Verfahren kennen zu lernen, welches so etwas leisten konnte. Der Fehler ist ein- 
J27 
fach folgender: In Gleichung (25.) Kommt ein Summandus vor p a worin p die träge 


In 


er 


Masse der positiven Elektrieität, £& deren z-Coordinate bezeichnet. Herr Neumann 
setzt der von ihm erwähnten Annahme gemäss, die er erst einführt, nachdem die ge- 
nannte Gleichung gebildet ist, p=0 und lässt den genannten Summandus ausfallen. 
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ae 
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In Gleichung (24.) aber ist p Fr einer endlichen Kraft gleich gesetzt, und wenn also 
. \ . R ! [A ’& . 5) . . 

p=0, so wird die Beschleunigung - 2 unendlich gross, aber das Product beider wird 


«al 
darum noch nicht Null, kann also aus Gleichung (25.) auch nicht weggelassen werden. 
?£ 
u 


.. . . v ” .. ( - . 
Vielmehr musste erwiesen werden, dass die Summe der Kräfte, welcher p AR gleich ge- 


setzt ist, gleich Null sei, und dieser Beweis wird sich, so viel ich sehe, nur führen 
lassen, wenn der angeblich dedueirte Satz (30.) als Voraussetzung angenommen wird. 
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Was die unter 3) gemachte Annahme betrifft, dass die elektrischen 
Fluida im Leiter sich ohne träge Masse bewegten, so habe ich diese in dem 
betreffenden $. 5 meines früheren Aufsatzes sogar noch fallen lassen. und vielmehr 
die allgemeineren von Herrn Lorberg aufgestellten Differentialeleichungen benutzt, 
welche eine solche Iräge Masse annehmen. Dieselbe könnte den elektrischen 
Fluidis, als solchen, direct angehören. oder auch irgend einer Art der Be- 
wegung der ponderablen Masse des Leiters zukommen, welche aber immer der 
Stromstärke genau proportional bleiben müsste, und nicht. wie die Wärme- 
bewegung mit der Temperatur unabhängig von der augenblicklichen Strom- 
stärke gross oder klein werden dürfte. 

Diese von Herrn Lorberg benutzte Hypothese einer trägen Masse der- 
bewegten Elektrieität (oder auch träger Masse, welche von der Elektricität 
mitbewegt wird) beseitigt nun allerdings, wie meine frühere Abhandlung zeigt, 
das labile Gleichgewicht in Körpern von kleinen Dimensionen, aber lässt es 
bestehen in Körpern von grossen Dimensionen *). Und schon dieser Um- 
stand genügt, um zu zeigen, dass auch bei den Strömungen unter Vor- 
aussetzung der Kirchhoffschen Annahmen das labile Gleichgewicht gar nicht 
von den Einwirkungen abhängt, die in molecularen Abständen erfolgen, sondern 
im Gegentheil von den Fernwirkungen der Weberschen Kräfte. 

Unser oben aufgestelltes Gesetz (3”.), welches dem für die Erhaltung 
der Energie analog ist, lässt auch erkennen, dass abgeänderte Annahmen über 
die molecularen Vorgänge und moleenlaren Kräfte im elektrischen Strome dem 
Fehler nicht abhelfen können. 

Sind überall nur gleiche Mengen positiver und negativer Elektrieität 
in Bewegung, so hebt sich, wie schon bemerkt, das zur Masse hinzugelügte 
Glied fort. und negative Werthe der Arbeit können dann nur durch die Po- 
tentialgrössen +P—( hervorgebracht werden, die auf der rechten Seite der 
Gleichung (2”.) stehen. Dass übrigens diese negativ werden können. zeigen 
meine früheren Untersuchungen in $. 5, da ja die Berechnung dieser (srössen 
unabhängig ist von der Art, wie die Bewegung in dem Leiter weiter verläuft. 
Erst diese letztere wird durch die angezweilelten Differentialgleichungen be- 
stimmt. Da P seiner Natur nach nothwendig immer positiv ist, so kommt es 
hauptsächlich auf das Vorzeichen und den Werth von Q an. Setzen wir nun 


n& erw), 





*) Dieses Journal Bd. LXXII., S. 95. Erläuterung zu Gleichung (>“.). 
Er 
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wo die Summe über alle trägen, ponderablen oder imponderablen Massen aus- 


m 


zudehnen ist, so ist 
L+P-0O+V=U 

die gesammte Summe der nach Webers Annahmen durch die Elektricität be- 
dineten Arbeit. Setzen wir hier voraus, dass V nur die Potentialfunction von 
Molecularkräften irgend welcher Art sei, also auch die Ergänzungen umfasse, 
welche etwa noch an der Weberschen Kraft anzubringen sind, die aber jen- 
seits einer kleinen Distanz gänzlich verschwinden sollen, und vergrössern wir 
die sichtbaren Dimensionen des betreffenden Körpersystems auf das » fache, so 
aber, dass die Molecularstructur, die molecularen Vorgänge und die Geschwin- 
digkeiten dieser, wie der elektrischen Strömungen unverändert bleiben (die 
Zahl der Molekeln also auf das »’fache wächst): so werden Z und V wachsen 
im Verhältnisse 1:n’, aber P und Q werden wachsen im Verhältnisse 1 :x°. 
Bei genügender Vergrösserung der Dimensionen werden also schliesslich diese 
letzteren Grössen immer den Ausschlag geben, und wenn P—0 negativ ist, 
wird also dann die gesammte Arbeit negativ werden, und wird, wenn ihr 
durch Reibung mit Wärmeentwickelung noch weitere Verluste zugefügt werden, 
immer grössere negative Werthe erreichen müssen. 

Gehen wir also von einem Zustande einer leitenden Kugel aus, wo im 
ersten Moment der Bewegung die mittlere Dichtigkeit der Elektricität überall 
gleich Null ist, dagegen centrifugale Strömungen gleichmässig in allen Radien 
bestehen, alle in gleicher Richtung, übrigens mit beliebiger Vertheilung der 
Intensität in einzelnen concentrischen Kugelschichten, so wird P=0, Q po- 
sitiv sein; und welche lebendige Kraft und Arbeit für die molecularen Pro- 
cesse verwendet sein mag, es wird immer nur auf hinreichende Grösse der 
Dimensionen der leitenden Kugel ankommen, damit die Arbeit negativ werde, 
und die elektrische Bewegung nicht ohne neuen Zuschuss von Arbeitskraft 
von aussen her zur Ruhe gebracht werden kann! 

Schliesslich erlaube ich mir die gegenwärtige Lage dieser Discussion 


folgendermassen zusammen zu fassen, so weit sie das Webersche Gesetz 


betreffen: 

1) Die elektromagnetischen und elektrodynamischen Erscheinungen sind 
keineswegs in der Art von den übrigen Vorgängen in der unorganischen 
Natur unterschieden, dass es nothwendig wäre für ihre Erklärung eine andere 
Art von Grundkräften, nämlich solche, die nicht blos von der Lage der wir- 
kenden Massen, sondern auch von deren Bewegung abhängen, anzunehmen. 
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Dies geht aus der Theorie von Maxwell hervor, welche die genannten Er- 
scheinungen nicht auf Fernkräfte, sondern auf eine eontinuirlich im Aelher sich 
fortpflanzende Bewegung zurücklführt. Die dabei angenommene Wirkungsweise 
zwischen zwei aneinander stossenden Volumelementen des Aethers ist zwar 
eine andere, als die uns von den fest-elastischen Körpern her bekannte, aber sie 
lässt sich durch einfache mechanische Vorrichtungen nachahmen, ist also eine 
solche, wie sie durch die uns wohlbekannten mechanischen Kräfte hervorge- 
bracht werden könnte. 

2) Die Rückführung dieser Erscheinungen auf Fernkräfte, die von der 
Bewegungsweise der wirkenden Theilchen abhängen sollen. wie dies in der 
Weberschen Hypothese geschehen ist, ergiebt die Möglichkeit von Bewegungen. 
bei denen das Arbeitsäquivalent des Massensystems kleiner wird. als in der 
Ruhe, und desto kleiner, je schneller die Bewegung. Daran knüpfen sich 
physikalisch unzulässige Folgerungen, nämlich die Möglichkeit ein Perpetuum 
mobile herzustellen und labiles Gleichgewicht der Elektrieität in ihren Leitern. 

3) Diese unzulässigen Folgerungen werden durch die von den Herren 
W. Weber und ©. Neumann gemachten Annahmen einer trägen Masse der 
elektrischen Fluida und von molecularen Zusatzkräften höchstens für Leiter 
von geringen Dimensionen beseitigt. und können überhaupt durch Hypothesen, 
welche die molecularen Vorgänge und Kräfte betreffen, immer nur für solche 
beseiligi werden; sie bleiben bestehen für Leiter von hinreichender Grösse 
und elektrische Quanla von hinreichender Grösse. 

4) So lange keine Hilfshypoihesen gefunden sind, welche das labile 
Gleichgewicht und die Möglichkeit in das Unendliche steigender Bewegung 
vollständig beseitigen, scheint mir, dass überhaupt jede Erklärung aus der 
Weberschen Hypothese, auch wo eine solche scheinbar gelingt, ungenügend 
begründet ist. Was hilft es zu berechnen, dass constante Ströme solche und 
solche Anziehungskräfte und bei ihrer gegenseitigen Näherung solche und 
solche inducirenden Kräfte auf einander ausüben können, wenn nach dem zu 
Grunde gelegten Gesetze constante Ströme und Ruhe der Elektricität in einem 


Leiter gar nicht bestehen können. 

Um das Verhältniss anschaulicher zu machen, erlaube ich mir einen 
Vergleich. Wenn Jemand eine physikalische Erklärung gründen wollte auf 
Strömungen, die in Wasser vorgingen, welches in einem unten geschlossenen 
Gefässe mit horizontaler Grenzlläche, also in labilem Gleichgewichte. über 
Luft geschichtet ist, so würde eine solche Erklärung eben wegen des labilen 

Sn * 
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Gleichgewichls einer so suspendirten Wassermasse olfenbar sofort verworfen 
werden, obgleich in engen Röhren und Spalten, wo die molecularen Gapillar- 
kräfte wirken, wirklich stabiles Gleichgewicht bestehen, und eine solche Er- 
klärung zulässig erscheinen könnte. Wenn es aber in der Natur der Sache 
läge. dass dieselbe Erklärung auch auf Gefässe von vielen Quadratfussen 
Querschnitt anwendbar sein müsste, wo das Gleichgewicht jedenfalls labil ist, 
so würde dieselbe eben darum auch für die engen Gefässe als unzureichend 
verworfen werden müssen. 

Ganz ähnlich verhält es sich mit dem Weberschen Gesetz. Die An- 
nahme von träger Masse der Elektrieität oder von Molecularkräften könnte 
das Gleichgewicht in kleinen Leitern vielleicht stabil machen; in Leitern von 
grossen Dimensionen aber würde es labil bleiben. und wir können das ge- 
nannte Gesetz deshalb weder für die letzteren. noch für die ersteren als den 
richtigen Ausdruck der letzten Ursache anerkennen. 

Was die frühere Hypothese von Herrn ©. Neumann betrifft, wonach 
das Potential der elektrischen Massen Zeit zu seiner Verbreitung brauchen 
soll, so stimmt sie nur für geringe Geschwindigkeiten der Elektricitäten mit 
dem Weberschen Gesetze überein. Die von mir gezogenen Folgerungen auf 
das Zustandekommen unendlicher Geschwindigkeiten nach letzterem Gesetze 
sind also auf jene ©. Neumannsche Hypothese nicht ohne weitere Untersuchung 
anwendbar. Wohl aber bleibt unverändert auch für diese Hypothese bestehen, 
dass nach ihr Bewegungen vorkommen können, bei denen das Arbeitsäquivalent 
geringer ist, als im Ruhezustande, wodurch eben labiles Gleichgewicht und 
endlose Bewegung bedingt sind, wenn auch vielleicht nicht nothwendig in das 


Unendliche steigende Bewegung. 


Ich will hier übrigens hinzufügen, dass die zweite Abtheilung der 
jüngst veröffentlichten „‚Elektrodynamischen Untersuchungen‘ von Herrn €. 
Neumann *), welche sich speciell mit dem von mir aufgestellten allgemeineren 
Ausdruck des elektrodynamischen Potentials beschäftigt, die Consequenzen 
meiner Hypothese nicht blos für ruhende Leiter, auf welche ich mich be- 
schränkt hatte, um die von mir discutirten Fragen des elektrodynamischen 
Grundgesetzes nicht unnölhig zu complieiren, sondern auch für bewegte Leiter 
behandelt, und namentlich den allgemeinen Beweis des Gesetzes von der Er- 


*, Berichte der Königl. Sächsischen Ges. d. Wissenschaften. 20. October 1871. 


S. 450—4718. 
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haltung der Kraft aus meinen Hypothesen auch für diesen allgemeinsten Fall 
durchgeführt hat. Ich würde dabei höchstens voegen die Einführung der 
„„Schiebungskräfte” (elektromotorische Contactkräfte im Voltaischen Sinne) 
Einwendungen zu machen haben, deren Erörterung übrigens einem anderen 
Orte vorbehalten bleiben mag, da sie überwiegend physikalische Dinge zu be- 
sprechen hat. 

Nur in Betreff der Kritik. in welcher sich Herr €. Neumann dabei 
gegen meine vor 25 Jahren erschienene Schrift von der Erhaltung der Krafl 
ergeht, will ich mir zu bemerken erlauben, dass ich selbst schon längst in 
allen wesentlichen Punkten diese Kritik ausgeübt hatte. Die Darstellung in 
der „Erhaltung der Kraft‘ leidet. wie ich ausdrücklich auf S. 69 schon in dem 
Büchlein selbst hervorgehoben habe, an dem Mangel, dass man damals den 
Verlauf der durch plötzliche Stromesschwankungen indueirten Ströme noch 
nicht kannte, und also die davon herrührende Wärmeentwicklung nicht be- 
rechnen konnte. Dann bin ich selbst es zuerst gewesen. welcher im Jahre 
1851 *) diese Lücke durch neue Versuchsreihen ausgefüllt hat, indem ich 
zeigte, dass der Verlauf auch dieser Ströme durch F. Neumanns des Vaters, und 
Ohms Gesetz bestimmt wird. Welche Aenderungen dem entsprechend in der An- 
wendung des Gesetzes von der Constanz der Energie auf die indueirten Ströme 
zu machen sind, habe ich 1854 in einer Antwort gegen Herrn Clausius ”*) 
kurz, aber in den wesentlichen Punkten vollständig angegeben. Dort wird 
vorangestellt der Satz, dass ein galvanischer Strom von der Intensität / durch 
sein Bestehen ein Arbeitsäquivalent von der Form 4p/° repräsentire, und habe 
weiter hinzugefügt: „Für einen einzelnen Stromkreis ist mir noch nich! gelungen 
zu beweisen“ (nämlich vom Gesetze der Energie her ausgehend), .„dass die mit 
p bezeichnete Constante gleich dem doppelten Potentiale‘ (des Stromes auf 
sich selbst) ..sein müsse, so wahrscheinlich dies auch nach der Analogie der 
übrigen Fälle sein mag.“ In der That kommt hierbei die Frage nach der 
Trägheit der Elektrieität in Betracht, die durch blos theoretische Schlüsse 
ohne Thatsachen nicht zu entscheiden ist. 

Die Anwendung des Gesetzes von der Erhaltung der Energie auf die 
elektrischen Ströme modifieirte sich in der That nur dadurch, dass zu den 
übrigen schon sonst bekannt gewesenen Arbeitsäquivalenten auch noch jenes 
;pI° für die bestehenden elektrischen Ströme hinzugenommen werden mussle. 


*) Poggendorffs Annalen, Bd. LXXXIL, S. 505 — 540. 
**) Ebenda Bd. XCI., S. 258 —260. 
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Wenn aber Herr ©. Neumann, der doch die Streitschriften von Clausius 
gegen mich eitirt, meine Antwort darauf nicht gekannt haben sollte, so hätte 
er billiger Weise nicht übersehen sollen, dass diese selbe Bedeutung des Po- 
tentials der elektrischen Ströme, deren fehlende Kenntniss den wesentlichen 
Mangel des betreffenden Kapitels meiner Schrift von der Erhaltung der Krafı 
bildet, von mir in meiner letzten Arbeit im 72. Bande dieses Journals geradezu 
zum Fundament der ganzen Betrachtung gemacht ist, aus welcher die auch 
von ihm in seiner letzten Arbeit benutzten Hypothesen hergeleitet sind. 

Der Streit darüber, ob die Existenz der elektrodynamischen Induction 
aus dem Gesetz von der Erhaltung der Kraft .„„deducirt““ werden könne, hat 
für mich nur den Werth eines Wortstreils. Meine Aufgabe in der Erhaltung 
der Kraft war, die sämmtlichen damals bekannten Thatsachen durchzugehen 
und zu prüfen, ob sie mit dem betreffenden allgemeinen Gesetze in Ueberein- 
stimmung waren, ob sich vielleicht im Gegentheil irgendwo Lücken oder 
Widersprüche zeigten. Als Form der Darstellung ist es bei solcher Aufgabe 
oft anschaulicher, die Richtigkeit des allgemeinen Gesetzes vorauszuselzen, die 
Folgen zu dedueiren, nicht aber um sie durch eine solche Deduction als be- 
wiesen zu betrachten, sondern um sie mit den Thatsachen zu vergleichen, und 
dadurch die Zulässigkeit des allgemeinen Gesetzes zu prüfen, was den Aus- 
gangspunkt bildete. Will man alle bei der elektrodynamischen Induction in 
Betracht kommenden Thatsachen bis auf eine als bekannt vorausselzen, so 
wird man diese eine immer noch aus dem Gesetz von der Constanz der 
Energie „‚deduciren“* können, so z. B. den Werth der Inductionsconstante. 
Aber als Beweismittel von thatsächlichen Wahrheiten kenne ich nur den Weg 


der Induction. 


$. 14. 
Die Einwürfe von Herrn J. Bertrand. 

Herr J. Bertrand hat aus meinem Aulsatze über die Bewegungsglei- 
chungen der Elektrieität einige Punkte hervorgehoben, welche ihm bedenklich 
erscheinen *). Ich erlaube mir dieselben hier zu beantworten, namentlich auch 
deshalb, da sie in der That Punkte der Theorie betreffen, die wenigstens noch 


nicht explicite auseinander gesetzt sind. 
Zunächst findet Herr Bertrand Schwierigkeiten in der Anwendung des 


*) Comptes Rendus de l’Academie des Sciences. T. LXXIL., p. 965. 
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Potentialbegriffs auf zwei Stromelemente überhaupt. Er geht dabei von der 
Iiypothese von Ampere aus, dass die Kraft zwischen zwei Stromelementen 
eine anziehende oder abstossende in der Richtung ihrer Verbindungslinie sei. 
Dreht man eines der Elemente um die Richtune dieser Kraft als Axe. so: 
würde dadurch keine Arbeit geleistet werden; dennoch änderte sich der Werth 
des Potentials, dessen Ausdruck nach Neumann, oder in der alleemeineren 
von mir gegebenen Form ja auch die Winkel zwischen den Elementen ds 
und ds’ enthält. 

Hiergegen ist nun zu erwiedern, dass die Existenz eines Potentials 
zweier Stromelemente nicht blos die Existenz einer anziehenden oder ab- 
stossenden Kraft zwischen ihnen bedingt, sondern auch an jedem der Elemente 
die Existenz eines Kräftepaares, welches das betreffende Element in eine be- 
stimmte Richtung zu stellen strebt. Diese Richtung ist, wenn wir Herrn F. 
E. Neumanns Form des Potentials zu Grunde legen, der Richtung des andern 
Elementes parallel. nach Herrn W. Webers Form dagegen fällt sie in die 
Richtung der Verbindungslinie r. 

Denkt man sich jedes dieser Kräftepaare dargestellt durch zwei Kräfte, 
die an den Endpunkten von ds oder ds’ angreifen, so werden diese Kräfte 
allerdings von der Ordnung der Grössen Fr und rn sein müssen im Ver- 
gleich mit der anziehenden oder abstossenden Kraft beider Elemente, und die 
Arbeit, welche geleistet werden muss. um eines der Elemente ds aus der Lage 
seines stabilen Gleichgewichts um einen rechten Winkel zu drehen. während 
das andere Element ds’ fest liegen bleibt, wird ebenso gross sein müssen, als 
wenn man ds bei unveränderter Richtung in unendliche Entfernung brächte. 
Darin liegt aber durchaus kein Widerspruch und keine Unmöglichkeit, wie 
Herr Bertrand sie zu finden glaubt. Denn das ist alles genau ebenso, wenn 
man statt der beiden Stromelemente ds und ds’ zwei magnetische Linien- 


elemente nimmt, deren Potential von der Form ist 


mm’ dags COslds; ds] — 3 cos[r, dsjeos[r, ds’) 





P] 


2 
Für zwei solche magnetischen Elemente ist die Form des Potentials oflenbar 
berechtigt, und auch hier müssen wir dieselbe Arbeit leisten, um einerseits 


eines der Elemente aus irgend einer gegebenen Lage in unendliche Entlernung 


zu bringen, oder andererseits es so zu drehen, dass das Potential gleich Null 


wird. Auch in diesem Falle sind die Kräfte des Krältepaares, welches wirk- 
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lich an den Enden eines solchen Linienelementes angreift. von der Ordnung 


Mi a . . . . Ri . . 
7; Im Vergleich mit denen, die das Element parallel mit sich selbst zu ver- 
(ds “ i 


schieben streben. 

Die Annahme eines Potentials der Stromelemente ist also nicht. wie 
Herr Bertrand meint, im Widerspruch mit sich selbst, sondern nur im Wider- 
spruch mit der Hypothese von Ampere, welche ausschliesslich eine anziehende 
oder abstossende Kraft für jedes lineare Stromelement annimmt. Den That- 
sachen gegenüber, welche an geschlossenen Stromkreisen beobachtet werden 
können, ergeben beide Hypothesen gleiche Resultate und sind deshalb gleich 
berechtigt. wie Herr Bertrand anerkennt. 

Der zweite Einwand bezieht sich auf die Art und Weise, wie zuers!l 
Herr Kirchhoff und dann ich selbst das mittels einer Potentialformel ausge- 
drückte. Inductionsgesetz angewendet haben. um die Componenten der strom- 
erregenden Kraft nach den Richtungen der Coordinatenaxen zu finden. Wenn 
Pids die Potentialfunclion auf ein lineares Stromelement ds mit der Siromintensität 
;i ist, so ist nach Herrn F. E. Neumanns Inductionsgeselz die elektromotorische 

> 

Kraft der Induction —— Aber, fragt Herr Bertrand, welches ist die Rich- 
tung dieser Kraft? Diese Richtung ist nun in dem speciellen Falle, auf den 
Neumann seine Ausdrücke zuerst angewendet hat, nämlich für lineare 
Stromelemente, jedenfalls gegeben: es ist die Richtung dieses Elements. Ich 
glaube. ich bezeichne den Sinn von Herrn Bertrands Zweifel richtig so: Längs 
des Elements ds wirkt nur eine Componente der Inductionskraft, deren Grösse 
das Neumannsche Gesetz giebt. Diese ändert sich mit der Richtung von ds. 
Giebt es in dem Sinne eine bestimmte Richtung und Grösse der Inductions- 
kraft. dass die Componente längs ds nach dem gewöhnlichen Verfahren der 
Zerlegung der Kräfte gefunden werden kann? Das von Herrn Kirchhoff und 
mir eingeschlagene Verfahren für nicht lineare Leiter setzt allerdings voraus, 
dass die Zusammensetzung der Inductionskräfte in derselben Weise geschehen 


dürfe, wie bei allen anderen Kräften, nämlich nach dem Gesetze des Krälte- 
parallelogramms. Dies ist nicht unmittelbar klar, wenn man die gesammite 
Potentialfunction aller vorhandenen Stromelemente auf ein einzelnes Element 
ds schon durch Integration vollständig gebildet hat. Herr Bertrand hat Recht, 
dass er dafür einen Beweis verlangt. Dieser Beweis ist aber so leicht mittels 
der in den Abhandlungen von F. E. Neumann und W. Weber oft gebrauchten 
Umformungen zu führen, dass darin für Herrn Kirchhoff und mich die Ent- 
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schuldigung gefunden werden wird. wenn wir ihn dem mit jenen Abhand- 
lungen vertrauten Leser sich selbst zu ergänzen überlassen haben. 
Herrn F. E. Neumanns Potential ist eine Summe von Gliedern von 


der Form 


p i.4'.de- de’. cos | ds, ds’ | 
r 


Wenn wir nun die Winkel, welche die Richtung des Elements ds mit den 
positiven Coordinatenaxen macht, mit «, 9, y, die entsprechenden für das 
Element ds’ mit «', 9’ und y’ bezeichnen, so wird 


In i ! pP . In rn 
PIE N) Bulletssuns DEN: cos ph’ 2a ? C0S7 2 4 
p = tdsds | c0Sst— cos + cosy, 

r r j r ‘ 


und wenn man das Integral über sämmtliche Elemente ds’ nimmt, so erhält 
man einen Ausdruck von der Form 

/pds iP=i-.ds Acose-+ Becos$-+lÜcosy\, 
wo A, b, € unabhängig von ;, «, 5 und y sind, d.h. unabhängig von der 
Richtung des Elements ds und von seiner Stromstärke. Die elektromotorische 
Inductionskraft, welche durch irgend eine Aenderung in der Lage. Richtung 
oder Stromstärke der Elemente ds’ im Elemente ds erzeugt wird, ist nach 


F. E. Neumann 


dP dA dB f : 
Ss, — = £——ds:C0S0- - ds: cosß + e —--ds:Cc0s”. 
ii, . dt ’ dt ds c0Sa-& di ds ah dt 
Setzen wir 
As? 8 ’ 
R = [2 \ (dB L ( 
\dt BEER Ei Fr 


und betrachten wir R als eine Kraft. welche mit den positiven Coordinaten- 


axen Winkel macht. deren Cosinus sind: 


so ist die Inductionskraft, die im Elemente ds zur Wirkung kommt, nach Glei- 
chung (8.) gleich der Componente, welche die Kraft eRds in Richtung des 
Elements ds hervorbringt. 

Die Webersche Form des Potentials zweier Stromelemente giebt ähn- 


liche Resultate: Hier wird 


nal» Isleos!r Jo 
cos|r, dsjcos|[r,ds | 


pı = tldsds-- 





r 
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Da nun 


R a! — x —1 2 — 2 
cos|r, ds) — a "zung :c0Sa— 3—. cosß+ a .Cc05Y 


ist. so kommt auch hier wieder das Integral unter die Form 
P, = ds/A,cosa@+ B,cosß-+(Ü,cosy|, 
wo A,, B, und ©, von i, «, P, y unabhängig sind. 
Endlich führt die von mir angegebene allgemeinere Form des Potentials 


2 = (1+k)ecos[ds, ds']-+- (1— k)eos[r, ds]cos|r, ds’] 





1 


auf die entsprechende Form 
P, = (1+k)P+(1—k)P,, 


und die Inductionskraft wird 














dP. dA, dB dc. 
. 2 un . . .. 2 > En . 2 . > 
Z e-Z dscosa@-+e z ds cosß-+& A ds cosy, 
wo 
A, . (14+k)A+(1—k)A,, 


B, = (1+k)B+(1-MB,, 
(1+k)C+(1—k)C. 


Die resultirende Kraft und deren Richtung ist gerade wie im ersten Falle zu 


>) 
| 


bestimmen. 
Die elektromotorischen Kräfte, welche durch die von Herrn Kirchho/f und 


mir angewendeten Potentialausdrücke gesetzt sind, haben also ebenso gut eine 
bestimmte Richtung und Grösse, wie die elektrostatischen Anziehungskräfte für 
strömende Elektrieität, oder die die Wärme forttreibenden Temperaturunter- 
schiede in den Problemen über Wärmeleitung, und sind also genau in gleicher 
Weise in Rechnung zu bringen und von uns beiden in Rechnung gebracht 
worden, wie es in den genannten beiden anderen Fällen geschehen muss, 
d.h. es ist in jedem Punkte des Leiters und für jedes durch ihn gezogene 
Linienelement die in dieses Linienelement fallende Componente der (durch 
den Widerstand des Leiters gehemmten) Strömung proportional gesetzt worden 
der in dasselbe Linienelement fallenden Componente der treibenden (elektro- 


statischen und inducirten) Kraft. 
Berlin, im Mai 1872. 
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Evaluation du rapport anharmonique de quatre 
droites passant par un point et touchant deux 
conIques. 

(Par M. Ed. Weyr ä Prague.) 


Avant d’entrer dans la recherche du rapport propose, nous croyons 
utile de faire quelques remarques preliminaires relalives a cerlaines notions 
de geomelrie et propres ä faciliter la solution du probleme. 

1. On sait que. lorsqu un angle de grandeur invariable tourne dans 
son plan aulour du sommet suppose fixe, ses cöles rencontrent chaque droite 
en des points formant deux divisions homographiques. Dans le cas de la 
droite a linfini. les deux divisions homographiques ne dependent plus de la 
position du sommet de langle, mais seulement de sa grandeur. Encore les 
points doubles de ces divisions homographiques sont-ils independants de la 
grandeur de l’angle, c’est-a-dire que ce sont des points fixes a priori pour 
chaque plan. En egalant cet angle a 90, on comprend aisement que les 
divisions homographiques sont en involulion et que les deux points asymptoliques 
du cercle sont les points doubles en question. 

Le rapport anharmonique des points doubles et de deux points correspon- 
dants des deux divisions homographiques est constant. Soient done i, ö les 
points eirenlaires a linfini; l'equation 


ai an’ 


fr Ku s.fNn a 
aut) =: —z = con. 


aa dr 


determinera une infinite de couples de points a, a qui sont en meme temps 
les points de rencontre de la droite a linfini et des cöles de tous les angles 
d’une grandeur constante y. Cherchons a exprimer cet angle en fonction du 
rapport anharmonique (aa'iö). Par un point quelconque O0 dans le plan nous 
faisons passer deux droites X et Y normales lune ä lautre; en joignant 0 
aux points circulaires i, ‘, nous obtiendrons deux droites imaginaires J, J'; 
soit enfin Z un autre rayon passant par O et faisant avec X langle y. — 
Or chaque rayon R du faisceau O se determine a laide du parametre 


sin(XR) sin(XR) te (AR), 





sin(FR) cos(XR) > 
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et Von sait qu’aux rayons Ä, Z, J, J’ apparliendront respeclivement ces 


0, Igy, y—1 Ali: v1; 


parametres . 


on aura done 








xzum - II. IZI=tee _YZI+tsy 
| | FIN De Yv—1-—tgY Y ft tgp , 


ou bien 
(a) (XZIN) = c0s?y—y—1sin2y. 
Mais la separation des points conjugues ö, ö ne pouvant s’elfectuer geometri- 
quement, il faudra introduire dans les recherches suivantes une fonclion sy- 
metrique par rapport a ö et ö. On y parvient en evaluant: 
1 


b) (XZJ'J)= ZI ” cos2p-+y—1sin2y. 





Toute fonction symetrique des deux rapports anharmoniques (a.) et (b.) ne 
depend plus que de llangle y, car on pourra exprimer une fonclion sy- 
metrique queleconque de ces rapports par leur somme s et leur produit p, 
qu’on trouve: 

s=2cos2y, p=1, 
et Z’equation 

x —Rcos?y-c+1 = 0 
a pour racines les deux rapports anharmoniques des points circulaires dä 
linfini et de deux autres points ou la droite a linfini rencontre les cötes d’un 
angle de la grandeur . 

Pour 9=4n on aura (c+1) =0, ou e=—1, ce qui montre que 

les cötes d’un angle droit determinent äa linfini deux points harmoniques con- 


.’ 


jugues as, ®. 
Cette rellexion fait voir que de toute angle g il resulte deux rapports 


anharmoniques x, et ©,. el que, vice versa, lout rapport anharmonique ne 


donne lieu qu’a un seul angle 9 (au sens geomelrique). En eflet, etant 


1 Ä : . . 
. ‚ye » ‘ / — 0 > ‘) En » Mi nr} In 1 ‘ 
donne z,, on aura m, = en et cos?y = 3(@,+2,), dou lon tire langle g. 


1 
De la formule s= 2cos2y il s’ensuil: 
1+cos2p =4(2+s), ou c0osp=3y2+s. 


Le signe du radical n’ayant aucune importance pour liinterpretation geome- 


*) V. Chasles Geom. sup. pag. 125. 
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trique, on trouve enfin: 

p = arc.costy2-+s. 
Cette formule indique le chemin par oü il faut proceder pour remplacer la 
notion de l’angle de deux droites par une fonction plus generale qui depend 
de la position individuelle des deux droites et qui ne se change en leur 
angle que pour une supposition toute particuliere. 

Soient, a cet ellet, i, ö deux points fixes quelconques dans un plan 
(reels ou imaginaires conjugues). La distance de deux droites du plan sera 
definie par l'exrpression 
arc.co0s3 v2 s, 

s designant la somme des deux rapports anharmoniques quont entre elles les 
deux droites donnees et les deux autres droites qui en joignent le point de 
rencontre ai etüi. 

La distance de deux droites se change evidemment en l'angle forme 
par elles, losque les points fixes i, ö sont les points eireulaires a l’infini. En 
general elle sera une fonction variable avec la position des deux droites, 
mais gardant Ja meme valeur dans toute translormation lineaire des coor- 
donnees, puisqu une telle transformalion ne peut point alterer les rapporls an- 
harmoniques. 

Or il est toujours possible de transformer homographiquement les points 
fixes i, @ en les points circulaires a l'infini, et d’ailleurs, si X, Z, U sont des 
droites passant par le m&me point, il existe la relation: 

/Z(XZ)+/(ZU) = Z(AU); 
partant on aura aussi: 
Dist. (XZ)+Dist. (ZU) = Dist. (AU). 

La definition de la distance de deux droites que nous venons d’etablir 
se trouve parfaitement daccord avec les idees concues par M. Cayley sur la 
vraie nalure des relations metriques *). Dans ce qui va suivre nous conli- 
nuerons a developper ces idees d’une maniere plus geometrique. 

*) Pour prouver cette assertion, soient X, Z deux droites queleonques faisant 


langle 4. Joignons-en par les droites J, J’, le point de rencontre 0 aux points fixes 
i, . Toutes les droites passant par O se determinent moyennant un parametre egal au 


T . ' . . \ . 
rapport — de leurs distances a deux points fixes. En supposant les parametres de 
x 


J et J’ donnes comme racines de l'Equation: 
2 >) ) 
4,7, r*4,%,7%,74,7T, = 0, 
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2. Le lieu des points circulaires de tous les plans se nomme cercle 
imaginaire a linfini (intersection d’une sphere quelconque et du plan ä l'in- 
fini). — En regardant de plus pres les relations metriques pour un reseau de 
droites et de plans (c. a d. les droites et les plans passant par le sommet du 
reseau), relations qui ont lieu pour les angles que font entre eux les rayons 
et les plans du reseau, on s’apergoit de ce que ce sont dans tous les cas des 
relations entre certaines fonctions anharmoniques. En effet, le sommet du 
reseau etant choisi comme centre d’un cöne Ü passant par le cercle imagi- 





naire a linfini comme base, l’angle de deux droites sera arc.cos4y2-+s, oü 
s designe la somme des deux rapports anharmoniques determinds dans le plan 
des deux droites par ces droites et les deux aretes, interseclion de ce plan 
et du cöne imaginaire ©. — L’angle de deux plans du reseau se mesure par 
langle des deux normales eleveces aux plans au sommet, ou bien par 
l'angle des droites conjuguees a ces plans par rapport au cöne €. Ei 
puisque le rapport anharmonique de quatre elements d’une figure est egal 

celui des elements correspondants de la figure correlative, il est permis de 





' 7 
‚_» T Di, . r [7 IR 
et en designant par — et —- les parametres de X et Z, on aura (Voir „Anal. Geom. 
d. Kegelschn. v. Salmon, deutsch v. Fiedler“ 2. Aufl. pag. 407 oü il faut eorriger une 
faute Terug facile A remarquer): 






































[7 u i. 14,2, 8, +0, 2%, +2,%,)+ A,,0,0,}' = — r 
1 - RER (a,0,—40,,)(2,%,—- 2,%,) (a,,a, a?,)Q° 
/ BER 
Posons pour abreger (XZJJ') = m, (XZJ'J) = —; ıl vient 
m 
ir 
Br Ä 2 
Fi (XZJS) TV 14m 14m I+m m ___ 248 
1—(XZJJP) 43° A—m i1—m 1m Pi 
m 
Ce resultat compare avec la formule precedente, donne: 
91 4P’ 
-Ss = 
l 
(a, ,q, = a, „Q’- 
mais comme . subsiste lidentite: 
(a,0,—a},)Q’ = (a,r + 2a ,2,2,+0,2,)(a,2 +2a ,2,2,/+a,,r.”) —P, 
on aura 
ıy2-+s — - —_ Yırıd%, ERS T, +z, T,)r4R, 0, 
2 ce ee innen | 
Y(a,,x? 2a, ,. z,+ a,,2.)(a, 2’ 2a, ‚xx, + 4,r,') 


resultat saccordant parfaitement avec les formules de M. Cayley (Voir loeuvre eitee, 
pag. 490, la formule commengant par arc.cos puisque l’expression suivante se trouve 


en ” defaut). 
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dire que l’angle de deux plans est arc.cos}y2+s, s etant la somme des 
rapports anharmoniques de ces plans et des plans qui touchent le cöne € et 
passent par la droite, intersection des deux plans. — Enfin par l’angle d’une 
droite et d’un plan qui passent en m@me temps par le sommet du reseau, on 
entend le complement de l’angle forme par la droite et la normale au plan, 
ou bien langle de la droite et de la polaire reciproque du plan par 
rapporl a C. 

Ayant pris ce point de depari, on en parvient facilement aux idees 
enoncees par M. Cayley sur la vraie nature des relations metriques *). Les 
generalisations de liillustre geometre anglais resultent tout d’un coup de ce 
qui precede en substituant au cöne C un cöne quelconque (cöne absolu). 

3. Revenons maintenant a l'objet principal de cette note. Soient 
donnees dans un m@me plan deux sections coniques (ou deux cönes du second 
ordre ayant le m@me sommet) dont les &equalions soient des formes: 

S=z-+y+z:=-0, S=ar+by+cz=(, 

x, Y, 3 etant des coordonnees homogenes (des points ou des droites). Par 
un point quelconque x’, y', z' menons les tangentes a S et S’; on demande 
les deux rapports anharmoniques que determinent ces deux couples de droites 
et qui sont reciproques lun de l’autre. Imaginons a cet eflet x, y, z comme 
elant coordonnees rectangulaires dans l’espace dont les rapports determinent des 
rayons passant par l’origine O des coordonnees. Dans cette hypothese S=0 sera 
l"equation du cöne decrit par l’origine O0 comme cenire sur le cercle imagi- 
naire a linfini comme base, et S’= (0) representera un cöne du second ordre 
dont les plans prineipaux coincident avee les plans des coordonnees. Le 
probleme sera resolu, quand on aura @value les rapporis anharmoniques des 
plans tangents de S et S’ qui passent par le rayon «', y', 3’, procede qui 
revient, dapres ce que nous venons de dire, ä @valuer l’angle que font les 
deux plans tangents de S$’. 

On sait que l’equation de ces plans est 

P = (ax’+by’+ cz’) (ax" + by” + cz”) — (axıx'+ byy'+ cz22')’ = 0; 
posons done: 

P == (mxc+py-+ q3)(m’c-+p'y+g'2), 


eh. ’ . x . . ' ‚ . 
doü l’on tire, apres avoir omis les accenis de «', y', 3’, les equations: 


*) Voir: Cayley „Sixth Memoir upon Quanties,“ Phil. Trans. volume 149, 
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mm’ = a(by'-+ez'), pq +pg = — ?%beyz, 


, 
1.) pp =b(ez#’+azs’), qm'-+gqgm= — cas, 
r / 2 2\ ' ' ‘ 
gg = claxr+by‘), mp-+mp = —Rabery. 
L’angle # des deux plans P se determine ä laide de la formule: 


nn 
y(m’-+-p’ -g’)(m”--p 





r2 


47) 
Posons pour abreger 
F = a(by'+c3°)+b(cz’+ax)+c(ax’+by‘), 
partant 
F F 


cos# — m = u . 
Ymrprg)Im pl) G 


Pour exprimer @ en fonction des coordonnces x, y, 3, nous calculons tour 





a tour: 
G = m"m’+p pP" ++ (pg + p'g)-+ (qm’+ q’m)’-+ (mp'+m'p)’ 
— 2 (pp' gg + qq mm'--mm' pp’), 
G = (mm’+pp'+ gg + (pg’+p'q) + (gm’+ g’m)’-+(mp'+m'p)’ 
—4(pp'gg + qq’ mm’ + mm! pp'). 
Substituant pour ces quantites leurs valeurs respeclives contenues dans les 
eq. (1.), il vient: 
G = F’—4abe(z’+y’+3°)(ax’+by’+ cz’), 
G = F'—4abeSS'. 


A cause de cette formule, on peut &crire: 





yF’— 4abc ss’ 


Designons toujours par s la somme des rapports anharmoniques cherches; 
nous aurons comme ci-dessus: 
s = 2cos24. 


De l’eq. (2.) on tirera: 
F’-+4abe Ss’ 


2F’ 
en 
F’-—- 4abesSS’ ° F’— dabe 88’ 


Or il est aise de voir que, quand on fait subir aux coordonnees r, y, 3 une 
transformation lineaire, la quantit& s ne peut elre assujetlie a aucun change- 
ment de valeur, et que, pour cette raison, Üerpression designee par F est 


necessairement un covariant des formes S et S’, tandis que abe est un in- 
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variant de S'. En ellet, abe etant le discriminant 4’ de S’, et 1 le diseri- 
minant / de 5, on peut melire s sous la forme: 


OT a 
F'-—444'S$' 
Donc, pour arriver a une interpretalion geomelrique de F, egalons les deux 
rapports anharmoniques a —1; on trouve s= —2, et l’eq. (3.) fournira: 
—2F+844 SS’ = 2F'+844 SS’, ou bien F=0. 

Par consequent, l’eq. F=0 represente le lieu des points tels que les quatre 
droites passant par ces points et touchant les deux coniques S et 5’ sont 
harmoniques. 

Soient done S=0 et S=0O les equations de deux coniques quel- 
conques (situees dans le meme plan). D’apres ce que nous venons de dire, 
nous pourrons maintenant former l’equation du second degre qui a pour ra- 
cines les rapports anharmoniques cherches; cette @q. peut s’ecrire sous la forme 

EEE ie 6, 
FF—444'85' 
ou 4, 4 designent les discriminants de S, S’ et ou F designe le covariant 
des formes S et S’ dont nous venons dexpliquer la significalion geometrique, 
ou bien aussi le coefficient de A dans la fonetion reeiproque de I-+AF, & 
et >’ etant les memes fonctions reciproques de S et de S’. Si l’on pose 
x = const.. on aura s= const.. ou 
F+1SS' = 0. 
Cette equation fait voir quen general on trouve une courbe du quatrieme 
ordre, si Yon cherche le lieu des points tels que les quatre droites passant 
par ces points et touchant deux coniques donnees S et S’, ont leur rapport 
anharmonique constant. Si nous designons comme ci-devant par s la somme 
des deux rapports anharmoniques possibles (dont le produit &gale lunite), le 


coefficient 4 s’obtient par cette &quation: 





- . ‚2-3 
2. k = 444 2 ” 
; Bu 
2 
Dans le cas de quatre tangentes harmoniques, on aura —i+— =—2 el 


»=0, nouvelle verification du resultat enonce sur la nature du covariant 





F. — Enfin si lun des rapports anharmoniques s’annule, l’autre, et en m&me 
>) > 
. . . “93 r no r 
temps s, deviennent egaux a x, > — —|, et consequemment | equation: 
P_ nn . —Ss # 
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(6.) F'-444 SS = 0 
represente la courbe du quatrieme ordre correspondant ä cette valeur par- 
ticuliere de 4. Mais on sait que, lorsque le rapport anharmonique de quatre 
droites s’annule, deux d’entre elles coincident; on conclut de la que l’eq. (6.) 
represente le systeme des quatre tangentes communes aux coniques S et S’ — 


resultat connu. 
Finissons par observer que toutes les formules obtenues permetten! 


une semblable interpretation si l’on prend x, y, z pour coordonnees homo- 
genes d’une droite. 


Prague, 23 decembre 1871. 
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Ueber die Besselschen FKunctionen und ihre An- 
wendung auf die Theorie der elektrischen Ströme. 


(Von Herrn H. Weber in Zürich.) 





. 
Unter den Problemen der mathematischen Physik, welche mit Hülfe 
der Besselschen Functionen gelöst werden können, ist eines der fundamen- 


na na na 
talsten die Integration der Differentialgleichung + nt —=() unter Be- 
dingungen, welche die Einführung ceylindrischer Polarcoordinaten als zweck- 
mässig erscheinen lassen. Es treten dabei je nach Umständen die Besselschen 
Functionen mit reellem oder imaginärem Argument auf, und diese Functionen 
nehmen eine ähnliche Stellung ein, wie die trigonometrischen und Exponential- 
functionen bei den analogen Problemen in der Ebene. Grossen Vortheil ge- 
währen bei vielen dieser letzteren Fälle die zahlreichen bestimmten Integrale, 
in denen trigonomelrische und Exponentialfunctionen vorkommen, deren Werthe 
bekannt sind. Dass verwandte Integralformeln auch für die Besselschen 
Functionen existiren, habe ich in einer früheren Abhandlung an mehreren 
Beispielen nachgewiesen *). Ich werde in der vorliegenden Abhandlung zu- 
nächst einige andere Integralformeln mittheilen, zwar von speciellerem Cha- 
rakter als die an der erwähnten Stelle entwickelten, die jedoch in directer 
Beziehung stehen zu mehreren Fragen der Physik. 
Es sollen endlich einige Anwendungen der gefundenen Resultate auf 
die Theorie der elektrischen Ströme gemacht werden, welche das von Rie- 
mann behandelte Problem der Nobilischen Farbenringe als speciellen Fall 


enthalten. 


$. 1. 
Betrachten wir zunächst die Besselsche Function, die nach der ge- 
bräuchlichen Bezeichnung den Index Null hat, welche definirt ist als das 
eine der beiden partlicularen Integrale der Differentialgleichung: 


4. a gel 0, 


we. "er ur Zu 





U «REISEN En 


*) Dieses Journal, Bd. 69. 


10 * 








[7 2 Ze 


76 H. Weber, Besselsche Functionen angewandt auf elektrische Ströme. 


und zwar als dasjenige, welches für alle endlichen Werthe von r endlich 


und stetig bleibt. 
Es sind mehrere Ausdrücke für diese Function bekannt, von denen 


ich die folgenden anführe: 


r” r! 


(2. ad ee iu = da 75 ve De 











u: ee BE 
(3. J®’(r)= cos(rsnw) do = Je do. 
0 y Y 


x 


Für diese Function gilt das von Herrn Lipschitz gefundene Integral *): 


FR, 
Ä BREITET TIEREN 1 
4.) / ee J' ’ (Pr dr — ——h 
v I@-r ri 


welches sich leicht durch die Ausdrücke (2.). (3.) verificiren lässt. Für reelle 
Werthe von «, / ist die Quadratwurzel positiv zu nehmen. 

Die Formel (4.) behält aber noch ihre Gültigkeit für complexe Werthe 
von «, /?, so lange wenigstens unzweifelhaft. als die Convergenz des Integrals 
auf der linken Seite nicht auf dem Wechsel des Vorzeichens der Elemente beruht. 
Diese Voraussetzung ist erfüllt. wenn der reelle Theil von « positiv und 
absolut grösser ist als der imaginäre Theil von %. Dann aber muss die 
Quadratwurzel, wie leicht zu sehen, in folgender Weise erklärt werden. 


Man setze: 


> 


2 Fi f 


2 


/ 3 \ 
und verstehe unter Y1+= denjenigen Werth der Wurzel, dessen reeller 


Theil positiv ist. Der zweifelhafte Grenzfall. in dem die Quadratwurzel rein 
imaginär ist, bleibt durch die Convergenzbedingung einstweilen ausgeschlossen. 
Nehmen wir nun =D reell an und setzen e=e-+ia, so gilt die Formel 
(4.) für jedes positive e, und da das Integral auch für e=0 convergent 
bleibt, so darf nach einem bekannten Satze e= 0 gesetzt werden, wenn man 
auf der rechten Seite den Grenzwerth für verschwindend kleine & nimmt. 
Trennt man alsdann den reellen vom imaginären Theil, so erhält man die 


Werthe von zwei neuen Integralen. 
Dabei sind zwei Fälle zu unterscheiden: Nehmen wir «a positiv an, 


*) Dieses Journal, Bd. 56. 
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und ist zunächst b’>>a', so nähert sich der imaginäre Theil auf der rechten 
Seite von (4.) mit & der Grenze 0, und der entsprechende Grenzübergang 


im reellen Theil ergiebt: 


«D 
E k [E) 1 
(9.) / cos(ar)J"’(br)dr = ——— | 
\ a \ 4 \ # b°’ q 
J a | j 
e ER et © 
(6.) / sin (ar) (br)dr — 0. \ 


() 
Ist ferner « > b’, so nähert sich der reelle Theil von (4.) der Grenze 0. 


und man erhält: 


ur 
628 / cos(ar)J”(br)dr = 0, Ä 
uf 
MD, 
[ie . } 
2% N [3 / " 
6.) $ sın ‚ar J") br) dr = 


0 


\ 


In diesen Formeln sind die nunmehr reellen Wurzelgrössen mit positivem 
Zeichen zu nehmen. Nur in der Formel (6*.) würde für negative «a das ne- 
gative Zeichen zu selzen sein. Für « = b’ werden die vorstehenden Integrale 
divergent. 
Ein anderes bemerkenswerthes Integral ergiebt sich auf folgendem Wege: 
Substituirt man in dem Integral: 
u 
/ e” sin(br) J” (ar) 


für J’ den ersten der beiden Ausdrücke (3.) und kehrt die Integrationsfolge 
um, was, so lange & positiv ist, ohne Bedenken &eschehen kann, so folgt: 


m N “ ‚ \ (0) / \ dr 1 nn £ ig . a , r dr 
e” sin(br)J”(ar)— = do/ e”” sin(br)cos(arsinw) —- 
\ / N J \ r 
) (0) 


” d “ 
( 


dr 


1 





0 


Die Integration nach r, die sich nach bekannten Formeln vollführen lässt. 


ergiebt für das vorstehende Integral den Ausdruck: 


1 Lu (b-+-asiınw 1 n b—asin 
En arctg — ) do + — / arctg use —. do, 
w € 2. & 








wo der Werth von arcustangens zwischen —4r und +4r zu suchen ist. 
Das vorgelegte Integral bleibt noch convergent für &=0, und man kann 
daher auf beiden Seiten & von kleinen positiven Werthen in 0 übergehen 
lassen. Werden a und b positiv vorausgeseizt, und ist «<<b, so nähern 
sich die obigen Integrale beide der Grenze }n 


’ 
2 
9 


und man erhält unter dieser 
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we N Ar 
sin (br)J"’\ar) — 


() 


Voraussetzung: 


IT, 


w- 


Ist dagegen «>> b, so wird das erste der beiden obigen Integrale für e= 0 


7 


wieder gleich 47°, das zweite aber erhält einen andern Werth, nämlich: 


Zu b— asino — AasiNnw 
/ arctg( - )do — 2 arctg( — du 








b 


arcsın — 


zum 2/ "arcig( 2 En do +4 2f areig(- nr 


are sın — 
dt 








Lässt man nun & in O übergehen, so nähert sich im ersten Theil der arcustangens 


der Grenze +47, im zweiten der Grenze — 477, und man erhält den Grenzwerth: 


b R 
2rtaresin- ya Ar”, 
: > 


Es ergiebt sich demnach unter dieser Voraussetzung: 
+ ’ 
/ sin (br) J (ar) < nn aresin—. 
0 
wo. wie aus der Entstehungsweise hervorgeht, der arcussinus zwischen 0 
und 47z zu nehmen ist. Man hat also das neue Integral: 
% 
\/ sin (br) J® (ar) —- 4n (b>a), 
io \ U En 
= arcsin— b<.a). 
Für b=.« schliessen sich beide Ausdrücke stetig an einander an. 

Es soll nun noch ein ähnliches Integral abgeleitet werden, welches 
die merkwürdige Eigenschaft des von Dirichlet benutzten discontinuirlichen 
Factors hat, nämlich eine Function darzustellen, welche in einem gewissen 
Intervall den Werth 1 hat, ausserhalb dieses Intervalls verschwindet und an 
der Grenze desselben den Werth & hat. 

Zu diesem Zwecke nehmen wir die Besselsche Function mit dem 
Index 1 zu Hülfe, welche dargestellt werden kann durch: 





’g\ JO — _ dJ(r) 
Ru Br dr 
(9.) Jr) = nn e" © cos do * 


0 





*) Vgl. C. Neumann „Theorie der Besselschen Functionen‘“, Leipzig 1867. 
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Betrachten wir nun das Integral: 
ı% i 
; ee" JY(r)J” (ar)dr 


0 
und setzen darin für J")’(r) den Ausdruck (9.). so lässt sich, so lange & po- 


sitiv ist, die Integrationsfolge umkehren, und man erhält: 


. Bu .»% 
t E — (£—1Cc0s r ( / \ 

Fer f COSW dr [ eterrcosw)r JO far) dr. 
g. eo ‘ j 


() () 





Die Integration in Bezug auf r kann hier nach (4.) ausgeführt werden und 
ergiebt ein elliptisches Integral. Es kommt uns aber hier nur auf den Grenz- 
werth desselben für &=0 an. Das obige Integral ist bis e=0 einschliesslich 
stelig, und es lassen sich daher, indem man e=0 setzt, die Formeln (5.). 
(6.), (5*.). (6*.) anwenden. Um den Werth zu finden, hat man zwei Fälle 


d 


zu unterscheiden: Ist «> 1, so wird der Grenzwerth des obigen Integrals: 


N nn CoSswdw 
-—_f ee — 0. 
1. 


I Ya’— 08’ w 


It «<Z 1. so kann man zunächst das Integral nach » zwischen den Grenzen 
O0 und 47 nehmen und dann den doppelten reellen Theil davon beibehalten. 


Man hat also den reellen Theil zu suchen von 
2 tr > 00 ircos ) 2 . 
-=/ coswdw [ e""J” (ar) dr 
7T PB 
() 


2; ( ’arccosa E r Ylrı i ) 
m / coswgp(w, a) dw +f coswgp(w, a) do j 


0 arccosa 
worin arccosa zwischen O0 und !r. gelegen und / e” =“ J® (ar)dr abgekürzt 


(0) 


mit g(w, a) bezeichnet ist. Im ersten Theil hat man hier zu setzen nach 


»Z . 
n. ö 7 
/ erden 


j zZ 5) > 
yeos — a 








0 


r 


im zweiten Theil nach (5.), (6.): 


“x 
$ gir cosw J“ (ar) dr Pu 


0 


1 


Ya’— cos’ 








Demnach ergiebt nur das erstere Integral einen Beitrag zum reellen Theil. 


und dieser wird: 
2 ’arccosa COS od 


en me 1 








u \cos’w— a’ 
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Der Werth des Integrals für a=1 lässt sich leicht direct ermitteln. Man 
hat nämlich nach (8.): 


Wo. =  dJÖO(r 
/ JO ()J® (dr = - JO) CL ar == #, 
ut 


v 


Aus all diesem ergiebt sich das Resultat: 


Fans ® nd — 1 (@<1), 
(10.) j 


$. 2. 

Es sollen nun die Formeln (6.), (6*.) benutzt werden zur Ableitung 
eines Ausdrucks für die Function J“” durch ein merkwürdiges discontinuir- 
liches Integral. 

Substituirt man in dem Integral 


- (£3) dE 





9 
ÜBER = 





1 
mi 
setzt, so kann wegen (6.) die Integration von der unteren Grenze O begonnen | 
werden, und unser Integral erhält die Gestalt: 

_; = 
/ eisin(&)ds/ sin (&r) I" (r)dr. 

0 


0 


für den aus (6*.) folgenden Ausdruck, indem man dorta=&, b=1 





9 


Unter Voraussetzung eines positiven & darf hier die Integrationsfolge umge- 
kehrt werden, und die Ausführung des Integrals nach S liefert: 


> “ JO (r) dr .f J®fr)ar 


Pr _ ye/ Tr u 5 re a 
. we——i mE  EIIERT 7 FI 


0 





Das Integral links bleibt convergent für e= 0, und um seinen Werth zu er- 
mitteln, hat man den Grenzwerth des Ausdrucks auf der rechten Seite für 
e—=() zu suchen. Wird nun z positiv vorausgesetzt, so nähert sich das 
zweite Integral rechts mit e der Grenze 0, und der Grenzwerth des ersten 
ist identisch mit dem Grenzwerth von 


:+h 70) 
ef JO rar 
’ "+ l-r) 


zu) 





wo Ah eine beliebig kleine positive Grösse bedeutet, so beschaffen, dass z—h 


en nn 
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noch positiv ist. Bedeutet nun 3’ einen nicht näher bekannten Werth zwischen 
z—h und z+h, so ist: 
z+h JO) (r)dr n/. zn dr h 
jef ee / 3m: = J” (z)areig —- 
u ET) € 7 (2—r) & 
Der Grenzwerth dieses Ausdruckes für <=0 ist sonach 47J"(z’), oder, da 
h beliebig klein genommen werden kann, gleich 47.J"”(z),. und daraus ergiebt 
sich für die Function J’(z) der Ausdruck: 
' rn 2 (" sin(&)d£ 
a1) 30a) = 2 fand n) 


et 


32 


welcher aber nur für positive Werthe von z gültig ist. Für 3-0 ist das 
Integral rechts unstelig; es erhält den Werth O0, während J'”/z) den Werth 
1 annimmt. Für negative Werthe von z muss das Integral gleich — J"”(z 
gesetzt werden. 

Beiläufig sei bemerkt. dass das analog gebildete Integral: 


2 £ * 08 (£23) dE£ 
2 — 
” 4 





das zweite particulare Integral der Differentialgleichung (1.) darstellt, worauf 
wir weiter unten zurückkommen. 
Hier soll nun zunächst die Formel (11.) angewandt werden zur Er- 


mittelung des Werthes von / logzJ“’(z)dz, was später von Nutzen sein 
IT 
wird. Wir suchen dieses Integral als den Grenzwerth von 


I 
/ e"log2zJ“’ (z)dz 


0 

für <e=0. Substituirt man in letzterem Integral für J"’|z) den Ausdruck (11.). 
so erhält man: 

»% 9 » a0 _® u.N “ 

} in; 2 r% sın (&z)deE 
/ e"logezJ"”(z)dz = #j elogsdsf ken a. 
we) 0 o 9 

0 Pr. ut } —1 


- 


Man darf nun hier für ein positives & zuerst die Integration nach z aus- 
führen, und kann, nachdem dies geschehen ist. ohne Weiteres zur Grenze 


e= (0) übergehen. Dies Verfahren liefert durch Anwendung bekannter 


*) Neuerdings ist dieselbe Formel von Herrn Mekler bewiesen worden. Mathe- 
matische Annalen, Bd. V., p. 141. 
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Formeln: 
I (0) 7 2 ıT de ’ R 
logzJ”(z)dae = — — ——(C+ log), 


wo ( die Bedeutung hat: 


RE u 
= / e*logrdx *). 
IT 
Die Integration nach S lässt sich ausführen mit Hülfe der Formeln: 


»% Ik IT. 
ds def; ds logS Ka 
= =— == SIT, =— = 37108 
ev z’t, 4 2 5%) 
® 2. « PR 


und man erhält danach das bestimmte Inteeral: 


12.) / J®(@)logsds = —(C+log2). 





Nehmen wir für das zweite parliculare Integral der Differentialgleichung (1.) 
die Function Y“'’(r), die Herr ©. Neumann in der eleganten Form a 
geben hat: 

13.) YO) = JO )logr+2 On) n)+H On], 
so erhalten wir mittelst der Gleichung (12.) und der Formel: 


ı% 
SW @)ds =1, 


() 


die ich in der oben erwähnten Abhandlung bewiesen habe, noch das folgende 


bestimmte Integral: 


(14.) a Y®(z)ds = —(C-log2). 


Ich füge endlich noch einige bestimmte Integrale bei, welche häufig von 
Nutzen sein können, weil sie den Uebergang von Besselschen Functionen mit 
reellem Argument zu solchen mit imaginärem Argument vermitteln. 

Man erhält durch Anwendung des Ausdruckes (3.) für die Function J: 


= JO) (£2) ii *% D- 3C08 o) de 
a "du ) E 
. Br5 =: 
0) 
— " an °soJw 
% 2k. d 


0 











*) Die Constante C ist bei Gauss (Disquisitiones generales circa seriem infinitam 





war MR ++; Werke Bd. III., p. 154) mit — (0) bezeichnet und, von Nicolai be- 


rechnet, auf 40 Decimalen angegeben. 


i herren ' #4 ER 7 





27 Br Zr 
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also: 
Im $2) dE 


+ el 


’AE zT 
15.) 55 7 (ikz). 


Gleicherweise ergiebt sich durch Anwendung des Ausdrucks (11.) für die 


N Am up u . 
Fi EIN (Er) a8 af BE ..‘ / ssinns)dS z 
k?’4 &* zı V n" e Bu k” N £? ) 

4 


l 
0 


Function J" 





und demnach, da rechts das Integral nach 5 ausgeführt werden kann: 


SL & (0) . Ass eh “ 
6; EIWE)dE etz de 
\ .: . “ ar — -— | 
k“ +& /£2__ 


0 f Vs 1 





was nur für positive Werthe von z gültig ist. 

Das Integral auf der rechten Seite kann, wie alsbald gezeigt werden 
wird, durch Desselsche Functionen mit imaginärem Argument ausgedrückt 
werden. 

Das Integral (16.) ist um so merkwürdiger, als dasselbe kein Analogon 
hat unter den Integralen mit trigonometrischen Functionen, während die Formel 
(15.) als Analogon betrachtet werden kann zu den beiden bekannten Formeln: 


rs 08 (22) dE ng gms En ce 
7% An 77 er Dee 7 Ale nr lei a 


0 0) 








Durch ein ganz ähnliches Verfahren, auf welches näher einzugehen über- 
flüssig wäre, erhält man noch folgende nicht minder merkwürdige Formeln: 


‘17 i / ® sin (rs Ey er &) ds ek’ ) un e kr fi 4 de eK n ) 
u £ BE en — (rD>r): 
\ e u; j 5 2k &e— | 5 1, 


0 1 


cos(} Jr &) dE zer ’ 2.2 
(18.) va a are = TO (ir) (rn), 
i 


ll. %» 
ı » 























'* £sin(o Id) dE u | 
(19.) / Linsen (8) eh — J“ (ikr) 1 rı), 


On I -&) & „kr, „——kr x ge kr< 
a0) ERBE _ enter rien un, 
f FE 2 } 2 a; up 1J° 


0 „a 1 Fr 














*) Die Umkehrung der Integrationstolge lässt sich leicht mit Hülfe der Dirichletschen 
Prineipien streng rechtfertigen. 


Au 
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S. 3. 
Den beiden particularen Integralen der Differentialgleichung (1.) kann 


man nach Aiemann *) die Form geben: 











1. zn DE 


Das erstere dieser Integrale ist, wie ohne Weiteres zu sehen, mit der Function 
J'’(r) identisch. Die Reduction des zweiten auf die Functionen J“” (r), 
Y“’(r) ist nicht ganz so einfach. Setzen wir zur Abkürzung: 


ae esdg 
(1.) fir) ze; Si \P- 9 


wo jedoch nur so lange auf reellem Wege integrirt werden darf, als der 








reelle Theil von ir nicht positiv ist, so muss, da fir) der Differentialgleichung 
(1.) $. 1 genügt, eine Gleichung von der Form bestehen: 

(2.) fir) = AY"(r)+BJ®(r), 
worin A und B Constanten bedeuten. 

Was zunächst die Constante A betrifft, so kann dieselbe dadurch be- 
stimmt werden, dass man die Werthe von f{r) für positiv und negativ reelle 
Werthe von r mit einander vergleicht, indem man in der r-Ebene in posi- 
tivem Sinn einen Halbkreis beschreibt. Es ist nämlich nach (1.) $. 2 für 
positiv reelle Werthe von r: 

cos (rd)d: 


ae 
a; ; Dia nA  J\) /p 
fir) = ge ——+44iJV (r), 


fi it 





für negativ reelle Werthe von r: 
2 2 cos(rg)d: a 
f(r zur Mir S —iJ® (r), 


während die Function auf der rechten Seite von (2.) beim Uebergang von 
positiven Werthen von r zu negativen um den Nullpunkt herum durch die 











- * . { f - 2 
positive Halbebene um AriJ”’(r) zunimmt. Daraus folgt: A=——, was 
sich auch ergeben würde durch Aufsuchung von Lim. har fürr=0. 

oerr 


Um die Constante B zu ermitteln, können wir uns der leicht zu be- 


*) „Zur Theorie der Nobilischen Farbenringe“, Poggendorffs Annalen, Bd. 95. 








N 

r.] 
* 
Li 
E 
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weisenden Formel bedienen: 
3) / fa =i. 


Integrirt man die Gleichung (2.) zwischen den Grenzen O0 und x, so folgt 


mit Anwendung von (14.) $. 2: 


9) 
B= pe — C—-log2). 


so dass sich die Formel (2.) schreiben lässt: 








’ 2 '# oirz de 2 a N; 
4.) j; — Wen. - — mu — } “” Br, u %£ ( = log 2 J‘ r T Fb " . 
Fi v& | g 
woraus für reelle Werthe von r folgt: 
‘ 0 a .& = 
5 | a(ra)ds — J (2° 
a 
27 (r&\,l& 
i cos (r&)d£ (i ’ 91 Je 
6. / —> — — Y" (r)—(C-log2)J® (r). 
\ , J P | c 


welches die in $. 2 besprochenen Integrale sind. 
Es lässt sich demnach auch das Integral 16.) $. 2 in der Form 


schreiben: 
Am 


f ” EJIU(E ;) dE / Y ‘ \ (V) 4: u \ y\ Yf hz\ J“) zz \ 
(T.) — — (C—log? J ıkz rg RZ) T 5 D ıkz ° 


k” 2 
ı .-. 


[A 





Sr 


() 
Die Formel (4.) kann, beiläufig bemerkt, angewandt werden, um auf die ein- 
fachste Weise halbeonvergente Reihen für die Functionen J"’({r) und Y''(r 


abzuleiten *). 


s. 4. 
Die im vorhergehenden Paragraphen mitgetheilten Ausdrücke für die 
besselschen Functionen lassen sich ausdehnen auf Desselsche Functionen be- 
liebiger Ordnung. Die allgemeinen Besselschen Functionen sind delfinirt als 


*) Die in Rede stehende Entwiekelung, die nach fallenden Potenzen von r fort 
schreitet, ist für die Function JO) (r) schon von Poisson gegeben (Journal de l’&eole 
polytechnique, eahier 19, p. 350) (Vgl. Lipschitz 1. e.). In der erwähnten Abhandlung 
von Riemann, wo es sich zunächst um rein imaginäre Werthe des Arguments handelt, 
findet man die Entwickelung für beide Funetionen. Ueber die Entwickelunz von 
YUO(r) vgl. die Schrift von Herrn Lommel, „Studien über die Besselschen Functionen* 
(Leipzig 1868) p. OD. 
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parliculare Integrale der Differentialgleichung: 


‚ d’ 
(8.) + F+l-5): y=0. 


dx” x de 


Im Folgenden behalte ich hauptsächlich den Fall im Auge, wo h eine ganze 
positive Zahl ist, der, gegenüber dem allgemeinen Fall, wo A beliebig ist. 
in mehrfacher Hinsicht als Ausnahmefall auftritt. Die Gleichung (8.) hat ein 
particulares Integral, welches für alle endlichen Werthe von x endlich und 
stelig ist, und ein zweites, welches für 2=0 unendlich gross wird. 

Man überzeugt sich leicht, dass der Differentialgleichung (8.) durch 
die Ausdrücke genügt werden kann: 


u et 
\ Ai)  . e ?\1-5s) ds, 


“> 
ie 


RER er 
[v®) — af ih)" er) 


\ 1 


Der erste dieser Ausdrücke kann sofort auf die Besselsche Function J" (x) 
redueirt werden, die durch die Reihe definirt ist: 


In ( 2? 2 


EL“ 2.02h+ weryi 2.4.(2h+2).(2h +4) — 


4 








J” (x) = 


nämlich: 

f(x) = 1.3...(2h—-1)nJ” (x), 
und der Ausdruck für f gilt für alle reellen und complexen Werthe von «. 
Dagegen ist das Integral für (x). wenn die Integration auf reellem Wege 
erstreckt werden soll, nur brauchbar, so lange der reelle Theil von ix ne- 
gativ ist, also (falls A >> 0 ist) nicht mehr für reelle Werthe von x. 

Um einen Ausdruck zu erhalten, der noch für reelle Werthe von x 
gültig bleibt, muss der Integrationsweg geändert werden. Man findet leicht, 
wenn man nach einer zweckmässigen Aenderung nur den reellen Theil bei- 
behält, für das zweite parliculare Integral der Gleichung (8.) den Ausdruck: 


at 2h—1 


TI. “| 
\ , } N 2, 2 - } . es 7 2 . 
10.) w(z2) = af. e*(1+5) ds— a" f sin (zs)(1—-5°) ° ds, 


0 0) 








; Diese Ausdrücke für die Integrale der Gleichung (S.) sind zuerst von Herrn 
Heine Kern (Ueber die Cylinderfunetionen. Dieses Journal Bd. 69, p- 139). Hier 
kann, wie Herr Heine bemerkt, h jede beliebige Zahl sein, wenn über ihr Vorzeichen 
passend verfügt wird. 





b) 


H. Weber, Besselsche Functionen angewandt auf elektrische Ströme. 87 


welcher Ausdruck seinerseits wieder brauchbar ist, so lange der reelle Theil 
von x positiv bleibt. 

In (10.) kann der Integrationsweg reell genommen werden, und man 
überzeugt sich nachträglich leicht, dass die Function (x) wirklich der Diffe- 
rentialgleichung (8.) genügt. 

Auch für das zweite particulare Integral der Differentialgleichung (8.) 
hat Herr Neumann eine Entwickelung aufgestellt, die nach den Besselschen 
Funetionen J“) fortschreitet, und die er mit Y' bezeichnet. welcher Be- 
zeichnung wir uns hier anschliessen wollen. Man kann also immer setzen: 


— v(x) AN 3 
a a hi et A e-; am) yıh) 4 BY) Je ] 
LT .. Tr \ a LE Er ® \ A . 
aA WITT TIE..M-D Ä 
worin A, B“ Constanten sind, deren Werthe bestimmt werden müssen. 
« . 7 }, Ds * _» / 
Sucht man den Grenzwerth Lim. «”’z"’(x) für z=0, so ergiebt sich A —1. 


Zur Bestimmung von B“ dient die aus (10.) leicht abzuleitende Relation: 


A 7 + 1) f Y\ . 
(X) ! q 


( 
9), 2 = 


ah x dx 





Da derselben Relation auch die Functionen J") und Y“’ genügen, so folgt: 
B") E_ BY» =... — RB" — B 
Um also B zu bestimmen kann A=0 gesetzt werden. Für diesen Fall ist 


aber der Werth von B durch die Formel (4.) $. 3 bereits gegeben, und man 


erhält: 





B= C-Jlog2. 
Also hat man die Formel: 
fi v(X) WII / N ı /N na“ sw. 
\ = — | | - > e un) 51, 
48) Fa NE 
$. 5. 


Es sollen nun die allgemeinen Formeln auf einige Probleme der ma- 
thematischen Physik angewandt werden. Zunächst zeigt sich, dass einigen der 
oben gefundenen bestimmten Integrale ohne Weiteres eine physikalische Be- 
deutung untergelegt werden kann. So ist, wie die Formel (7.) $. 1 lehrt 

2c - > an D/ d£ 
g = / e*"sin(rns)J/”(rS)— , 


‘ba 
0 





wo das obere Zeichen zu nehmen ist für positive. das untere für negative 
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Werthe von z, eine Function welche der allgemeinen Differentialgleichung des 
Potentials genügt, in einer in der Ebene z=0 gelegenen Kreisfläche mit dem 
Radius r, den constanten Werth e annimmt, sonst überall mit ihren ersten De- 
rivirten stetig ist und im Unendlichen verschwindet. Demnach ist diese 
Function das Potential der auf einer Kreisscheibe vertheilten Elektrieität, wenn 
sie sich ohne äussere Einflüsse im Gleichgewicht befindet. Die Anwendung 
der Formel (6*.) $. 1 liefert die Dichtigkeit der Elektrieität in der Kreis- 





. . ( . . s. 
scheibe gleich ———— „ was ein bekanntes Resultat ist *). 


In ähnlicher Weise ergiebt sich aus der Formel (10.) $. 1, dass die 
Function 


TI. c 
—ı$ a I 
u= / er" IV) (Er )J® (ir) — 


0 


Sr 


das Potential einer mit homogener Masse belegten Kreisscheibe mit dem 
Radius r, ist, eine Function, die. wie bekannt, durch ein elliptisches Integral 
ausgedrückt werden kann. 

Grösseren Vortheil gewähren unsere Formeln in der Theorie der 
elektrischen Strömung in einem nicht linearen Leiter. 

Bezeichnen wir mit « die Spannung, so haben wir für einen beliebig 
begrenzten Leiter diese Function aus folgenden Bedingungen zu bestimmen: 

In jedem Punkt im Innern des Leiters muss die Differentialgleichung 
erfüllt sein: 


ng ng no 
ou ou. ou 
da) tt =. 


04 oy 02° 





Ist der Leiter begrenzt durch einen Nichtleiter, so muss an der Oberfläche: 
(2.) Mu 
On 
sein. wenn ©n das Element der nach aussen gerechneten Normale der Ober- 
fläche bedeutet. Berühren sich an einer Stelle zwei Leiter von verschiedener 
Beschaffenheit, so ist, wenn «, #” die Werthe von x zu beiden Seiten der 


Trennungsfläche, %, k” die Leitungsfähigkeiten der Körper bezeichnen: 


«— a = der Spannungsdilferenz der beiden Leiter, 
U» ,‚ ou „ou 
[h u ru; k ee 
on on 


*) Vgl. Olausius „Ueber die Anordnung der Elektrieität ete.‘“ Poggendorffs Annalen, 
Bd. 86. 
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Erstreckt sich der Leiter ins Unendliche. so muss, falls im Unendlichen keine 
Elektrode sich befindet, « dort constant sein. Endlich hat man noch Bedin- 
sungen zu erfüllen für diejenigen Stellen, wo die Elektrieität aus- oder ein- 
tritt. Nehmen wir eine punktförmige Einirittssielle an. in der die Intensität 
des eintretenden Stroms S ist, so muss. falls diese Stelle im Innern des 
Leiters liegt, 

Ss 


Lim. ru ——, 
: Ark ’ 


(4. 


J 


und falls dieselbe an der (stetig gekrümmten) Oberfläche liegt. 
S 


/ N . 
(4*,) Lim. re : — 
h R 2rı k 


für r=0 sein, wenn r die Entfernung eines veränderlichen Punktes von der 
Eintrittsstelle, % die Leitungslähigkeit bezeichnet. Ausserdem muss «# mil seinen 
ersten Derivirten im ganzen Leiter selig sein. 

Diese Bedingungen genügen, um die Strömung in hinreichender Enti- 
fernung von den Eintrittsstellen, die in Wirklichkeit ja nicht punktförmig sein 
können, zu bestimmen, falls die Stromstärken S als gegeben betrachtet werden. 

Anders verhält es sich aber. wenn diese Grössen erst bestimmt werden 
sollen, wenn also der Einfluss des Leiters auf die Stromstärke bei gerebenen 
elektromotorischen Kräften zu untersuchen ist. Dann dürfen die Klektroden 
nicht mehr als punktförmig betrachtet werden, da dieser Einfluss abhängig ist 
von der Gestalt und Ausdehnung der Elektroden, wie klein auch immer die 
Dimensionen derselben sein mögen. Man müsste, um strenge zu verfahren, 
die Zuleitungsdrähte als zum Leiter gehörig betrachten, erhält dann aber. 
selbst unter den einfachsten Annahmen. ein Problem, welches einer analy- 
tischen Behandlung mit den bis jetzt bekannten Mitteln völlig unzugänglich 
scheint. Die Aufgabe vereinfacht sich indess wesentlich durch die Annahme, 
dass das Leilungsvermögen des Leiters sehr klein ist im Vergleich mit dem 
der Elektroden. wie es z. B. der Fall ist. wenn die Elektroden aus Metall 
bestehen. der durchflossene Leiter aber eine zerseizbare Flüssiekeit ist. 

Unter dieser Voraussetzung sind nämlich die Schwankungen der Spannung 
im Innern der Elektroden verschwindend klein gerenüber denen in den aneren- 
zenden Theilen des schlechten Leiters. und man kann daher mit erosser An- 
näherung die Spannung an der Oberfläche der Elektroden constant setzen. Man 
hat dann ein Problem zu behandeln. welches verwandt ist mit dem der Be- 


stimmung des Gleichgewichts der Elektrieität auf gegebenen leitenden Flächen, 
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ein Problem, welches, wie bekannt, in den meisten Fällen auf zur Zeit noch 
unüberwindliche Schwierigkeiten führt. Eine weitere Vereinfachung ergiebt 
sich durch die Voraussetzung. die Entfernung der Elektroden von einander 
sei gross im Vergleich zu ihren Dimensionen, so dass. wenn man sich die 
Elektroden als isolirte leitende Flächen denkt, die mit Elektrieität geladen 
sind. die gegenseitige Influenz derselben vernachlässigt werden kann. 

Ein besonderer Fall dieser Art, der im Folgenden Anwendung finden 
wird. soll hier etwas genauer betrachtet werden. 

Nehmen wir an, die Elektrode habe die Gestalt einer Kreislläche und 
liege in der Oberfläche des Leiters, welche in der Nähe der Elektrode als 
eben vorausgesetzt werden soll, eine Annahme, die statthaft ist. sobald die 
Krümmungshalbmesser der Leiteroberfläche in der Nähe der Elektrode als un- 
endlich gross betrachtet werden dürfen im Vergleich mit dem Halbmesser der 
letzteren. Andere Elektroden und andere Theile der Leiteroberfläche mögen 
in so grosser Entfernung gedacht werden, dass sie auf die Art des Ein- 
tritts der Elektrieität keinen merklichen Einfluss haben. Es soll unter 
dieser Voraussetzung die Art der Strömung durch die Elektrode ermittelt 
werden. 

Legen wir die s-Axe senkrecht gegen die Elektrode durch ihren 
Mittelpunkt, und zählen sie positiv in das Innere des Leiters, bezeichnen 
ferner mit r, den Radius der Elektrode, mit r den senkrechten Abstand eines 
veränderlichen Punktes von der z-Axe, so erhalten wir für die Spannung in 
der Nähe der Einströmungsstelle den Ausdruck: 

2 if” , | 
9.) u= —/ e”"sin(ör,)J (ör) 


7. 


dg 
£ 
> 





+ ( , 


wenn e und € Constanten sind. 

Es genügt nämlich diese Function zunächst der Differentialgleichung (1.). 
Es ist ferner, wie aus den Formeln (6.). (7.) $. 1 hervorgeht, — —0 für 

% 

s—=0. r>rn: a=const. für 3=0, r<Tr,. und endlich wird für solche 
Werthe von s oder r oder beiden Veränderlichen, die im Vergleich mit r, un- 
endlich gross sind, « constant, so dass alle Bedingungen, welche die Function 
a zu erfüllen hat, hier befriedigt sind. 

Für das Innere der Elektrodenfläche wird nach (6*.) $. 1 
ou 2c 1 


© 


- 
- 
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4 ® ou 7 1» . 
Es wird also —— am Rande der Elektrode unendlich. wie zu erwarten war, 


da hier die Stromeurven unter einem scharfen Winkel umbiegen müssen. 
Die Constante e kann durch die Stromstärke S des eintretenden Stroms 


ausgedrückt werden nach der Formel: 


Se — hf % — rdrdpg für 3=0, 


woraus sich ergiebt: 

Ü = —: 
Unter den hier zu Grunde liegenden Vorausselzungen lässt sich also den Be- 
dingungen für die Function # folgende Fassung geben. Im Innern des Leiters 


muss sein: 


o’ 7 4 
dh ehe HE We‘ 
Br Oy O3 
an der Oberfläche: 
ou 
»—- = 6, 
on / 


wenn ©» ein Element der nach aussen gerichteten Normale und 9 eine 
Function bedeutet, welche an der ganzen Oberfläche den Werth Null hat mit 
Ausnahme der Elektrodenkreise. Hat ein solcher Kreis den Halbmesser r,, 
und ist die ihm zugehörige Stromstärke S, so ist im Innern eines solchen 


Kreises 





Die Function « existirt nur unter der Vorausselzung, dass das Integral 


/s do über die ganze Oberfläche des Leiters erstreckt, den Werth Null habe. 


was in der Voraussetzung der stalionären Strömung involvirt ist. Dann aber 
ist # durch die vorstehenden Bedingungen bis aul eine additive Constante 
bestimmt. und im Innern eines Elektrodenkreises wird x sehr nahe einen 
constanten Werth erhalten. 

Um nun den Einfluss eines in den Stromkreis eingeschalteten räumlich 
ausgedehnten Leiters auf die Stromstärke, d. h. den Widerstand desselben zu 
bestimmen, nehmen wir an, es sei nur eine Einlriiisstelle und eine Austrilis- 
stelle vorhanden. Ist « die Spannung, welche der Intensität 1 des aus- und 


eintretenden Stromes entspricht, so ist Sa dieselbe Function für die Strom- 
12 * 
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stärke S. Es seien a’ und «'’ die Werthe der Function « an der Ein- 
und Austrittsstelle. 

Nennen wir die Spannungen in den Zuleitungsdrähten ©, und e,. so 
können diese gleich linearen Functionen der variablen Drahtlängen s,. sı 
veseizt werden, nämlich. wenn :0,. «, die Widerstände, /4,, /, die Längen 


der beiden Drähte bezeichnen, und s,. s; von der Kette aus gezählt werden: 


. 

Ü,, d,, - 8 u -—_ 5 
[, 
$ 

"; re da, —9» U, : a 
I, 


An den Elektroden ist nun u = 4, s, =/. und es ergiebt sich also: 


a,—Sw, = Su”, 
a+Sw, = Su”, 
folelich: 
u. ul, 
wt w + (uM— uU) ’ 
woraus hervorgeht, dass 
W = u” — u” 


der Widerstand des eingeschalteten Leiters ist *). 


S. 6. 

Nach den oben entwickelten allgemeinen Bedingungen soll nun zu- 
nächst ein Problem behandelt werden, welches analytisch mit dem von Rie- 
mann untersuchten der Nobilischen Ringe übereinstimmt. 

Es sei ein Leiter von zwei unendlichen parallelen Ebenen begrenzt, und 
an zwei gegenüberliegenden Stellen der Grenze seien zwei gleiche kreisförmige 
Elektroden; durch eine derselben trete der Strom mit der Stärke S ein, durch 
die andere aus. Legen wir die s-Axe in die Verbindungslinie der Mittelpunkte 
der Elektroden, den Anfangspunkt in die Mitte zwischen beiden Grenzebenen, 
und seien 3== +« die Gleichungen dieser Grenzebenen; bezeichnet endlich r 
den Abstand eines variablen Punktes von der s-ÄAxe, so muss die Function 


#» so bestimmt werden. dass: 


*) Ist der Widerstand der Kette gegen die sonstigen Widerstände zu vernach- 
lässigen, so ist a,—a, die elektromotorische Kraft der Kette. Indessen ist unser Re- 
sultat von dieser Annahme nicht abhängig. 
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1.) 1 — F-— =0 0 Z 0). 
or r 0 0% 
ou 

2.) -0, (=+e,ı rı). 
03 

pe: ou S 

\ 3. — ZZ mm Z : ii. 9% r.). 
u% zıkr, yrı—r 


Der Gleichung (1.) genügt man durch die Annahme: 


.% SE Nn7% . 
u = / rl +ereeN(är)ds, 


0 
worin g und  willkürliche Funectionen bedeuten, die an die eine Bedingung 
seknüpft sind, dass das Integral convergirt und die Differentiation unter dem 
Integralzeichen gestattet, so lange z zwischen —« und +« liegt. Aus der 
Symmetrie geht hervor, dass man durch geeignete Wahl der additiven Con- 
stante der Function x für z=0 den Werth O ertheilen kann, woraus folgt: 


aM 
[2 


Den Grenzbedingungen (2.), (3.) wird nach den Formeln (6.), (6*.) $. 1 ge- 
nügl, wenn man selzt: 

Pelle He) len), 
woraus sich eine die Bedingungen (1.), (2.). (3:) erfüllende Function « ergiebt: 


AN S WERE JO (Er) sin (Er. dE 
(4.) DR: #08 ———— ed IRRE) T 
2rnkr,. es + e7>@ ei 

0) 





Lässt man r, unendlich klein werden, so folgt hieraus die entsprechende 


Formel für die Voraussetzung punktförmiger Elektroden: 


\ S Zi e Wen 5 (0) f£ E 
4) = ——_ | SIT J0(Er)dE. 
2rck. Bw” e 5“ 


> 


Der Ausdruck (4*.) wird in genügender Entfernung von den Elektroden brauchbar 
sein, während in unmittelbarer Nähe derselben der Ausdruck /4.) angewandt 
werden muss. 

Aus der Formel (4.) ergiebt sich der Widerstand der durchströmten 


“ [ . ”, * . * .. ” 
Schicht, wenn wir —. gegen die Einheit vernachlässigen: 


1 


Ihr, 


W: 
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Es lässt sich indessen die Formel (4.) noch zu einer etwas genaueren Be- 


stimmung des Widerstandes anwenden. denn es zeigt sich, dass die Funcelion 





u 4.) innerhalb der Elektrodenkreise schon mit Vernachlässigung der Grössen 


3 
P * D r . W 
von der Ordnung () constant wird. Bestimmt man den Werth dieser Con- 











ar „— 99-2:a 
. . Br — Lt we 
stanten, indem man unter dem Inteeralzeichen —— —— — I-— ee selzi 
x e-“ + e” su re - U 


und dann im zweiten Theil nach steivenden Potenzen von r und r, enli- 


ER 


wickelt. so ergiebt sich für den Widerstand mit Vernachlässigung von Grössen 


3 

’ 

der Ordnung (=) 
=; a. 








Setzt man die durch die Formel (4*.) gegebene Function « über die 
Grenze « hinaus fort nach dem Gesetz #.._., = 4,.,. so lässt sich dieselbe 


zwischen den Grenzen O und 2« in eine Sinusreihe entwickeln und man erhält: 








S „.., nnz . nn PT EIM(Er)dE 
“= — — 3 sin —— sin — = eo, 
nk n -& 2 14 NT r co 
I ad 
0 2a ae 














Dies ist die Form, in der Riemann die Lösung des vorliegenden Problems 
gegeben hat. 

Ist der durchilossene Leiter durch einen Cylinder vom Radius ce be- 
grenzt, so muss, wie Stiemann gezeigt hat. zu « noch eine Function « hin- 


zugefügt werden. welche folgendermassen ausgedrückt werden kann: 














n’I 
m &ds 
a - n’T > 
N Fr £?_ | | u a 
j NM S w,,NN3 ., nn“ I: - 7 
b. U Es _ SI 5 sın ala von mn 
ka n 4 4 4 De TE. | £2 
* 1 s‘ c - —| } > 
/ e &de 
a 


Die Spannung in genügender Entfernung von der Elektrode ist dann a-+w'. 
In unmittelbarer Nähe derselben hat man für « auch hier den Ausdruck (4.) 
beizubehalten. Daraus ergiebt sich der Widerstand des also begrenzten eylin- 


drischen Leiters: 
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le ke t n’tus 


. u . u. PT. r Ü 
wo die Summe sich über alle positiven ungeraden Zahlen » erstreckt. Ist 


cr 
nicht zu klein, so convergirt diese Reihe sehr gut, und man wird sich in den 
meisten Fällen mit dem ersten Glied begnüsen können. Es besteht also der 
Widerstand des ganzen Cylinders aus zwei Theilen, von denen der eine nur 

| von den Elektroden und der Dicke der Schicht, der andere nur von der Be- 
erenzung abhängt. Dieser zweite Bestandtheil kann, wenn das Verhältniss 
- klein ist, einen beträchtlichen Werth erhalten. 


r . C . .. \ ® - 
Nehmen wir > sehr gross an. also die Höhe des Cvlinders sehr klein 


im Vergleich zu seinem Halbmesser, so kann man näherungsweise selzen: 





W m ER u log? h, _ 2 e Pr 
2k ” st ka ka I 


woraus hervorgeht, dass der Einfluss der Begrenzung mit wachsendem Radius 
sehr rasch unmerklich wird. 


” . y Ü . 
Der andere extreme Fall eines sehr kleinen Werihes von vn ergiebt 


als Grenzwerth von W: 
1 2 
W m 70. 
kr, ken 
Es ist also für einen im Vergleich zu seinem Radius sehr hohen Cylinder der 
Widerstand, soweit er von den Elektroden unabhängig ist. näherungsweise 
gleich der Höhe dividirt durch den Querschnitt und das Leitungsvermögen, ein 


Resultat, was von vorn herein erwartet werden durfte. 


$. 7. 
Die hier angewandte Methode genügt auch zur Lösung eines anderen 
Problems, welches für die Physik nicht ohne Interesse sein dürfte. 
Nehmen wir an, eine Metallfläche sei mit einem Leiter von weit ge- 


ringerem Leitungsvermögen, etwa mit einer Flüssigkeit in Verbindung, jedoch 


so, dass zwischen der Flüssigkeit und dem Metall eine äusserst dünne Schicht 
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von noch viel kleinerem Leitungsvermögen, etwa eine Gasschicht, einge- 
schaltet sei. 

Selzen wir die Spannung an der Grenze des Metalls gleich 0, an der 
andern Grenze der Trennungsschicht gleich «, so ist die Elektricitätsmenge, 
die in der Zeiteinheit durch das Element do der Trennungsschicht fliesst, gleich 
uk, do i 4 . : 
— 5, wenn k, das Leitungsvermögen, d die Dicke der Trennungsschicht 

> ak | 
bedeutet. 

Andererseits ist die Elektricilätsmenge, welche von der Flüssigkeit her 
. ’ ER ’ ou ‚ R ö 
in das Element eintritt, gleich —k—— do, wenn On das Element der Normale. 

bi on 
gegen das Metall hin positiv gerechnet, bedeutet. 
Daraus ergiebt sich die Grenzbedingung an der Trennungsfläche: 


| ou 
1) A—+u=0 
\ J on I 3 
. ok . . . a, Pr . . . 
worin h: re also bei constanter Dicke eine constante Grösse ist; Ah ist die 
; 
1 


Höhe eines Cylinders der Flüssigkeit, der bei einer überall gegen den Quer- 
schnitt senkrechten Durchströmung denselben Widerstand haben würde wie 
ein dem Querschnitt gleiches Stück der Trennungsfläche. 

Diese Grenzbedingung kann auch, indem man von der Trennungs- 
schicht ganz absieht, so aufgefasst werden, dass an der Grenze zwischen 
Metall und Flüssigkeit eine der Stromstärke proporlionale Spannungsdillerenz 
bestehen soll, also eine der Stromrichtung entgegenwirkende, der Stromstärke 
proportionrle elektromotorische Kraft in der Grenze ihren Sitz habe. 

Dieser Fall ist näherungsweise verwirklicht bei der Polarisation von Metall- 
lächen durch den galvanischen Strom, die, wenigstens so lange die Stromstärke 
eine gewisse Grenze nicht überschreitet, mit der letzteren proportional an- 
genommen werden kann. 

Beschäftigen wir uns zunächst mit der Integration des Problems für 
den einfachsten Fall. in dem die Metalllläche eine unbegrenzte Ebene ist, und 
wo sich eine punklförmige Elektrode im Innern der Flüssigkeit befindet, die 
ausser durch die Metalllläche nirgends begrenzt gedacht werden soll. 

Wir legen die @y-Ebene eines rechtwinkligen Coordinatensystems in 
die Metalllläche und die 3-Axe durch die Elektrode, so dass die Coordinaten 
der letzteren 2 = 0, y=0, 3=« sind. Es werde ferner mit r der Abstand 


eines veränderlichen Punktes von der 3-Axe bezeichnet, ferner mil go, o’ die 





F 
% 
% 
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Abstände desselben Punktes von der Elektrode und von ihrem Spiegelbild in 


Bezug auf die Grenzfläche, also: 





P = y15 —a% +, 0: Y(+teo)+o 
Man setze nun: 
} N f 1 | \ 
| : u = — u Fed 0: 
4 J Ar h; \? 0' ’E 





dann muss « für positive Werthe von z stetig sein, im Unendlichen ver- 


schwinden. und der Dilferentialgleichung genügen: 


mit der Grenzbedingunge für = 0: 


ow hs @ 
— = W—- — —— 
O% 2rık | 7 a r?” 


(4.) Äh 





Der Gleichung (3.) genügt man durch die Annahme: 


ber] 


«L 4 
(.) w: / e”"o(5)/”(ör)ds, 


wo g eine willkürliche Function bedeutet, die aus der Grenzbedingung (4. 


zu bestimmen ist. Die Substitution von (.) in (4.) ergiebt nämlich: 


0 (0) 


Age ee hs & hs oa 
(1-+ h N gplE) J| (erde = —— —- er | e°* 
Fi; #1 s)fp\s) 7m Il; Va’ 7? Ih. 


welch letzterer Ausdruck aus der Formel (4.) $. 1 hervorgeht. Daraus folgt: 


hs e sa 





( € en ze — 
/ = 2rık 1 r h S 
und demnach: 
£ hS er EIO)Er\ dE 
6.) BB: >. . re g-fta+z) sY_ \st)ds, 
7 Inh) I+h& 


0 


Dies Integral lässt sich auf eine andere Form bringen, die in manchen Fällen 


zur Rechnung bequemer ist. Es ist nämlich: 


Substituirt man diesen Ausdruck in 6.) und kehrt darauf die Integrationslolge 


um, so lässt sich die Integration nach S ausführen. und es folgt: 
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S : Hd 
= —0 Erinnern ;.%, 
hrık u | 


oder durch partielle Integration: 











S S mis 7 er 
mr == us I er = -— h 7 
2nko' 2rıkh r / f? w 
@ Tr | k h R 
7 
und demnach: 
me N it 
7.) u = > nu R Eu rn > e h ———, 

” Ankh Yo 0’ I 2akh ; is Bun 
a+z | h’ 


RN nn. 43: 5% S / 2 
J DE a a rei u he ee a De 
- Ark Ne 07 Ankh) Yite-+z)’+r’ 


v0) 





Dieser Ausdruck gestattet eine physikalische Deutung. Es folgt nämlich daraus, 
dass die Strömung in folgender Weise vor sich geht. Man denke sich den 
ganzen Raum mit homogener Masse erfüllt und nehme eine Eintrittsstelle in 
der wirklich gegebenen Elektrode und in ihrem Spiegelbild an, für welche | 
die Stromstärke S ist. Dann nehme man unendlich viele Austrittsstellen an 
vom Spiegelbild der Elektrode auf der z-Axe bis in die negative Unendlich- 


keit in den, constanten oder veränderlichen. unendlich kleinen Abständen di 
! 


2Se dt 


mit den Stromstärken „_ , wo ! vom Spiegelbild der Elektrode aus auf 
L 





der negaliven s-Axe gezählt ist. Die Strömung geht dann auf der positiven 
Seite der 2y-Ebene genau so vor sich, wie es unser Problem verlangt, und 
ausserdem ist die eintretende Elektrieitätsmenge gleich der austretenden. Es 
zeigt sich also, dass, je mehr die Constante » wächst, um so mehr die ent- 
fernteren von den hier supponirten Austrittsstellen in Betracht kommen und 
damit also eine stärkere Ausbreitung des Stromes von der gegebenen Elektrode 
aus stattfindet. 

Zur numerischen Rechnung scheint die Formel (7.) besonders geeignet. 
Beobachtet man die Spannung nur in unmittelbarer Nähe der Metallfläche, 


nimmt man ausserdem «& sehr klein an. so darf, indem man 





gegen die 
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Einheit vernachlässigt, in gehöriger Entfernung von den Elektroden näherun 


weise geselzt werden: 


y 


Wenn 
h 


halbeonvergente Reihe anwenden: 
ı% 
f \ 
10.) / 


und demnach gilt für 


({ 


0) 


dt 





) \ 
. 
Pr 


r 


J eirr, 





e-dt io. 2 
a = — (1) — 
yhti-r "n 
grosse Werthe von näherun 

Ss # 
u - _ 
2ıık r’ 


! r 
z,° = 
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rs 


ESS 
ke) 





osweise der Ausdruck: 


Nehmen wir nun die Flüssigkeit begrenzt an durch eine zu der 


Metalllläche parallele Ebene in der Entfernung « von derselben und in dieser 


Grenzfläche die Elektrode, die zunächst kreisförmig mit dem Radius r, ange- 


nommen sein mag. 


(11.) 


Wir setzen: 


Ss E- 


() 


u 
Irhr.. 


und erhalten für © neben der Differentialgleichung 


gungen: 


(13.) 





om 





(12.) — =-(\ {für z 
d O2 \ 
ow hS '* sin(&r)J®) 
—— —_ — 1 __ 
03 sıhr, & e-‘ f 


JO (Er)dE 
= ——— +0 

3.) $. 7 die Grenzbedin- 
Ü ja 

gr)dg ® 

—— lür z3=0). 


Seizen wir, um der allgemeinen Differentialgleichung und der Grenzbedin- 


gung 


so ergiebt die Grenzbedingung (19. 


und demnach: 


4. r, . 
(12.) zu genügen: 








Pe # . 
mw : / le L 0° Pen Y e Ri 
() 
FR hs sin(£r 
\ h 1 
I) SEE Sen = 
he akr, (ee) i(1— hö)e” 


(7% 
> 


r)ds, 
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| | ‘ ww 4a hS (IT. sın (Er, )J®V) (£r) (ertz=e) 4 e-s@—e)) dE 
kr, J (er? 4 e7> ) £ h&) e5% | (A 4 h£) es«\ 


und nach 11. 


r S *(1+hö)e: (A - h£) Ber. | (v) ’e&.\ d£ 
15. . De rg 5 —sin($r,)J" (£r) —- 
Ich, I) ArhHeet dee Sr) 
0 x > - - 


Um zur punktförmigen Elektrode überzugehen. hat man r, verschwindend 
klein werden zu lassen und erhält: 


Kg s (FA+rhHDe:— i—hde mr 
16. = - / — 1. 50 (&r)dS. 
Ark. 1-+-hE)e- 1— h&)e-:« 


Der Widerstand der ganzen Flüssigkeitsschicht ergiebt sich, wie oben gezeie! 


wurde. durch Bestimmung des Werthes von # für die Elektrode unter der 
Voraussetzung S=1. E 


‚s folgt, indem die beiden Theile von x einzeln be- 
trachtet werden. wobei in dem Ausdruck für «= die Elektrode punktförmig 
angenommen werden darf, für den Widerstand der Ausdruck: 


Pi 


T den u Hh E 1— h &) e=s®—- (1 + h &) es“! 


vr a &d$ 


4kr, = nka ' ak. 
() 





Der letzte Theil dieses Ausdrucks ist zu betrachten als der Widerstand der 
schlecht leitenden Trennungsschicht oder als der scheinbare Widerstand der 


rin ur ) 7 ö 
Polarisation. Für unendlich kleine Werthe von — erhält 


z man für diesen 


Theil des Widerstands den Grenzwerth: 


1 h 
——— log—, 
Znka oa 


ein Ausdruck, der unter geeigneten Umständen als Näherungswerth des frag- 
lichen Widerstands angenommen werden kann. 
Um eine Formel zu finden. die für relativ 


Berechnung der Spannung bequem ist. kann der Ausdruck (16.) dienen. Der- 


selbe lässt sich mit Vortheil in eine Reihe entwickeln von der Form: 


grosse Werthe von r zur 


f n) . Ai Ü 
18. u = La,c0SsA —— 


4 144 


worin für 7 die der Grösse nach geordneten posiliven Wurzeln der transcen- 
denten Gleichung 


/ a ‚h 
19. cotgi — 4 — 
j @ 


zu setzen sind. 


Die gewöhnliche Methode der Coefficientenbestimmung er- 
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giebt für a, die Gleichung: 


he ' S IF IV) (Er)EAE 
a,e(1- | un - A E . 
: u fı 2) rık j /. 
2 





In 


oder mit Anwendung der Formel (16.) $. 2: 


y ] \ Ze Ze 2 - 
Be fe 


ER 1. Dad sık 
l 


Die zweite Wurzel der transcendenten Gleichung (19.) ist nun stets grösser 
als , so dass für hinlänglich grosse Werlthe von —, welchen Werth auch 
h haben mag, das erste Glied der Reihe (18.) genügen wird. Die erste 
Wurzel der Gleichung (19.) ist aber um so kleiner, je grösser der Werth 
von A ist, und daraus folgt, dass bei grossen Werthen von Ah eine sehr be- 
deutende Ausbreitung der Stromzweige stattfinden wird. 

Die soeben aufgestellte Entwickelung kann nun weiter dazu benutz! 
werden, um den Einfluss einer eylindrischen Begrenzung in der Entfernung c 
von der Elektrode zu berücksichtigen, was wegen der erwähnten Ausbreitung 
der Strömung bei grossen Werthen von % eher nöthig sein wird als bei kleinen. 

Es muss zu diesem Zweck zu dem oben gefundenen Ausdruck von u 
noch eine Function « hinzugefügt werden, welche ausser den allgemeinen 


Bedingungen noch den Grenzbedingungen zu genügen hat: 


! ou “ 
21. m u © (für 2 —=d). 
} r O% , 
ou’ 
‚an \ f 7 \ 
22) h— =ıa (fürz=0), 
O2 \ F 
er ou , ou 
(23. —+-— =-0V (r=e). 
i or or 


Den beiden Bedingungen (21.). (22.) wird durch die Annahme genügt 


‘ . „R- ÜX 
24. 7 — 2 b; COSA———.. 
fi i & 


und die allgemeine Differentialgleichung ergiebt mit Rücksicht auf die Bedin- 


gung der Stetigkeit: 
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wenn die e, Constanlten sind, deren Werthe sich aus der Bedingung (23. 


ergeben: 


4 > 
/ ?e “Ede 
| S “ 1 
u r.. 2 38 un" £ \ 
ah (IH are) u 
’ - YM-P 


so dass schliesslich für die Spannung der Ausdruck folgt: 


» 








} ! S x 1 .a—0 
au —— SS’ —  —- 005) —— 
| nka , ha 17 
| | a’ h’i° 
ee 
25 / u Wi. &de 
42 N - er Fl BR 
if "o “ v1 / PFascht 
IR pen 7 
is 
“ h C r . a ; e 
Für grosse Werthe von — und — convergirt diese Reihe sehr gut und bietet 
“ [64 a £ 


y 


+ . . . C Yan . . 
den Vortheil, dass die Werthe von ae für welche ein gewisser Grad 


& 
der Convergenz erreicht ist, nicht abhängig sind von den besonderen Werthen 
von A, weil die aufeinander folgenden Werthe von 4 immer zwischen auf- 
einander folgenden Vielfachen von 7 liegen. Es wird also in den meisten 
Fällen das erste Glied der Reihe (25.) schon eine hinlängliche Genauigkeit 
liefern. 

Der Einfluss der Begrenzung auf den Gesammtwiderstand kann aus 


der Formel 25.) wie oben bestimmt werden. 


$. 9. 

Es lässt sich mit Hülle der Besselschen Funcelionen auch das Problem 
der Strömung der Elektrieität in einem Cylinder lösen unter der Voraus- 
setzung, dass die Elektroden am Cylindermantel angebracht seien. Es mögen 
der Einfachheit halber zwei punktförmige Elektroden angenommen werden, 


die auf einer Kante des ÜCvlinders gleich weit von beiden Enden entfernt 


41 


liegen. Es falle die z- Axe mit der Cylinderaxe zusammen, und z werde 


“ 


von der Mitte dieser Axe aus gezählt, sei ferner 2/5 die Höhe des Cylinders, 
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+. der Abstand der Elektroden von der Mittelebene. Der Radius des Cvlinders 

werde gleich 1 gesetzt. Endlich seien r und  Polareoordinaten in der 

Mittelebene. Dann hat die Spannung # folgenden Bedingungen zu genügen: 
o’u I ou I o’u o’u 


3 wu | | 0. 


#, . or r og O2 





im Innern des Cvlinders: 


OoM ya 
2. — -0 (fü r=1). 
Em | | 
N ou Zu; 
3. — -—V (ürz=+P). 
E 03 et) 
4.) Lim.ou = + ER N 


2rk 
wenn o den Abstand eines veränderlichen Punktes von der einen oder der 
andern Elektrode bedeutet. 

Die Bedingungen (2.),. (4.) sollen durch andere ersetzt werden. welche 
als Grenzfall die gegebenen Bedingungen enthalten. Bedenkt man nämlich. 
dass es für die Grenze gleichgültig sein muss. welche Gestalt man den 
Elektrodenflächen ertheilt. und wie man sich den Durchgang der Elektrieität 
durch diese Flächen denkt. so kann man z. B. die Annahme machen. die 
Elektrodenflächen seien kleine Rechtecke. in denen die Elektrieität überall mit 
gleicher Stärke hindurchfliesst, eine Annahme, die in hinlänglicher Entfernung 
von den Elektroden allgemein gültige Resultate liefern wird. 

Unter dieser Voraussetzung werden die Bedingungen '2.). 4.) durch 


folgende ersetzt: 


.. cu du 
2”,  —— $ (für r=1 
er | 
wenn man selzt: 
D = +6 (für —J m F: +6 S - TIi@- 
DB = 6 (für alle übrigen Punkte des Cvlindermantels 


Lässt man im Endresultat 9 und d unendlich klein werden, so erhält n 
den Fall punktförmiger Elektroden. e ist eine Constante. die von den ge- 
wählten Maasseinheiten abhängig ist. 


Die Function & lässt sich in folgender Weise darstellen: 


de sinn $cosn 
ch "IS.195 f 
= \ u 5 y n ) 
2.) 
(= ) / 2m-+Nn«a 2m 1) ) , (AZm-+Vl)sz 
a 2 \ cos 33 — 008 y sın 
\ı “Mm - u - 
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Das Integral der Differentialgleichung (1.) kann mit Rücksicht auf die Grenz- 


bedingung (3.) in der Form angenommen werden: 





» I y ‘ | \ a 
. (2m-+A)nz (2m +1) m 
f » \ Er y' y' 4 \ I ) 2 s ] J 
6. uo= S2A,,sin Tu cos(ap)w,( >Y: ); 


m n 


wenn zur Abkürzung gesetzt ist: 


w.(z) = 2" / e:i1—ä) * dE 


di x 6 ER \e Fin) /2.‘ i A \ 
= 1.3...(2a—1)n(—i)"J" (ix). ($. 4.) 





Die Werthe der Constanten A,, ergeben sich aus der Bedingung (2*.) 


mit 
Benutzung des Ausdrucks (3. 














Sc P 2sin(nd) 1 I ( 2m-+Nra „mt IN 
Ann nn 7 > ra _ Ss — —(CO 
Be n (2m-+1)’ (2 Im+ un 28 53 
Yv\ 23 
e' u. 2sin(nıF) ı 
wo für 2=0 an Stelle von a + zu setzen ist. 


Lässt man d und 9% unendlich klein werden und setzt zur Verein- 
fachung: 
40% 


A 





so ereiebt sich: 


(2m --1) r) 
' \ 
n m =% €, Pn 2P - (2m +7) 70 


ne sin - 
a 2m 4 ’ (2m +1) 


I eep7. Pe) 





R. sin Leone Win cos/nqy\ 
5) 2 2ß % p, 9 


ui 
’ 


= 











worin 


Diese Reihe convergirt gut für die Punkte im Innern des Cylinders; sie bleibt 
auch für die Punkte des Cylindermantels convergent, jedoch ist die Conver- 
senz da keine starke. 


Unter der Vorausselzung eines unendlich langen Cvylinders 


ergiebt 
sich entweder auf gleichem Wege direct, oder durch einen Grenzübergang 
aus (TC. 
” "sin($e) sin($3) Wn(Er) - 
°. u = #4 2.8.0608 uf _—. - ds. 
en w'(&) 


n 


Eine specielle Annahme. wie die hier eemachte über die Laee der Elektroden 
| 5 


ist für die Behandlung des Problems zwar nicht wesentlich. sie vereinfacht 











R 
4 
5 
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aber die Ausdrücke. Nimmt man als zweites Beispiel an. die beiden Elektroden 
liegen in der Mittelebene des Cylinders, und ihre Coordinaten seien 4 +, 


-—1.3=0, so ergiebt eine der eben durchgeführten ganz ähnliche Betrachtung: 








fmMarN\ 
% sin (n«@)sin (ng) PUB: Pu\ 2) l MTzZ 
/ \ PER v „N \ ' . 4 y N . R . I Pe 
9.) u = Sı +3 — sin (ne) sin (np) COS —— 
n Bw mt m fe 
N 


Für ein unendlich kleines 5 verschwindet der zweite Theil dieses Ausdrucks, 
und der erste ergiebt, übereinstimmend mit dem von Herrn Kirchhoff gelun- 
denen Resultat für die Strömung in einer kreisförmigen Platte: 

1— ?2rcos(«a-+-g)--r” 
u 40T gr ose— n [rn 
Hinsichtlich der Stellung. welche bei diesen und verwandten Problemen die 
Besselschen Functionen einnehmen, ist hervorzuheben, dass dieselben keines- 
wegs zur Darstellung willkürlicher Funelionen auf der Gylinderlläche ange- 
wandt werden, dass dieselben also von diesem Gesichtspunkt aus nicht den 
Kugelfunctionen analog sind. Sie spielen vielmehr dieselbe Rolle, wie bei 
den entsprechenden Problemen der Kugel die Polenzen des Abstands vom 
Mittelpunkt. 

Es sei schliesslich noch bemerkt, dass sich mit Zuziehung der 
besselschen Functionen Y“ auch der Fall eines Hohlevlinders oder der, wo 
an einer mit der äusseren Oberfläche concentrischen Cvlinderflläche eine Po- 
larisation statlfindet, in ganz ähnlicher Weise behandeln lässt. Ich übergehe 
indess die nähere Ausführung dieser Fälle, da einer Anwendung auf wirk- 
liche Beobachtungen’ bis jetzt noch die schlechte Convergenz der Entwicke- 
lungen gerade an der Oberfläche, wo die .Beobachtungen am leichtesten aus- 
zuführen sind, im Wege steht. 


Zürich, im Mai 1872. 
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Zur Theorie der linearen Complexe. 


(Von Herrn Pasch in Giessen.) 


n 
A analytischen Repräsentation der Geraden im Raume dienen be- 
kanntlich die Verhältnisse von sechs Grössen, zwischen denen eine homogene 


Gleichung zweiten Grades besteht. Der Zusammenhang zwischen den drei 


Arten räumlicher Coordinaten. denen des Punktes. der Ebene und der Ge- 
raden, wird am einfachsten, wenn man die zu Grunde liegende Gleichung 
zwischen den Coordinaten 


einer Geraden r in der Form 


( | . Kı yn == Yo T- 7 I; T; ni () 


annimmt. Wählt man nämlich auf x irgend zwei Punkte, (@,@,0,«,) und 
> 2 22 
PFıl?2(F3 


,), und legt durch x irgend zwei Ebenen, (a,@a,a,) und (b,b,b,b,), 
so werden die Coordinaten der Geraden sowohl durch die Gleichungen 


u M > . > > E42 A > 
oX, — C 1/93 05/31» O%, = 0,3 — 03/1, O%; = 0, [4 -0,Pı» 
dt Za I | . 2 I Erna 2 {) 
0%, = 034 —04P5s OX; = GAy4fd2Or2[d4, OX%; = Yap3 — 3 [3a 


— als „„Strablencoordinaten‘* —, als auch durch die Gleichungen 


oh, =ab,—ab;,, 0%=ab—ab, 0%,=@b,—a;b;, 
oo, =ab—ab,., 0, =ab—a,b, 0%,=ab,—a,b, 


— als „„Axencoordinaten* — definirt., wobei o und o willkürliche Factoren 


sind. Diese Coordinaten befriedigen die Gleichung (1.), und umgekehrt weiss 


man. sobald r,...x, dieselbe erfüllen. Punkte oder Ebenen zur Bestimmung der 


(seraden vr zu finden. 


Der Zusammenhang zwischen Punkt- und Liniencoordinalen in der 


Ebene. Punkt- und Ebenencoordinaten im Raume wird durch die Gleichung 
begründet, welche die vereinigte Lage der dualistisch nebeneinanderstehenden 
Elemente ausdrückt. Ebenso erhalten diejenigen Aufgaben, bei welchen räum- 
liche Linieneoordinaten zusammen mit anderen auftreten, ihren eigenthümlichen 
Charakter durch die Gleichungen, welche ausdrücken, dass zwei Punkte mit 


einer Geraden in derselben Ebene liegen, oder dass zwei Ebenen durch den- 





* 
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selben Punkt einer Geraden hindurchgehen. Im Folgenden sollen gewisse 
elementare Aufgaben dieser Art behandelt und sodann die Untersuchung auf 
die Complexe ersten Grades und Gruppen von solchen ausgedehnt werden: 
und zwar in dem Sinne, dass die Coordinalen r,...x, als selbstständige Grössen 


auftreten und die Form 


mit den übrigen vorkommenden als simultane Form verbunden wird. — Die 
dadurch erlangten Resultate bilden die Grundlage für die Behandlung compli- 
cirterer Fragen aus der Theorie der Liniencomplexe *). — Vieles bereits in 


anderen Arbeiten **) Erörterte musste des Zusammenhanges wegen nochmals 
entwickelt werden. 

Die eingehendste Erörterung findet die aus linearen Complexen ge- 
bildete dreigliedrige Gruppe. Der darauf bezügliche Theil ist als eine Er- 
sänzung der Theorie der Flächen zweiter Ordnung oder Klasse zu betrachten. 
indem bei dieser Gelegenheit die Erzeugung durch gerade Linien, respective 
lineare Complexe, den Ausgangspunkt der Betrachtung bildet. Als Aus- 
arlungen treten dabei nicht der Kegel zweiter Ordnung und die ebene Curve 
zweiter Klasse auf, sondern es reicht schon eine einzige Bedingung dazu hin, 
um die Fläche in ein Ebenenpaar,. resp. in ein Punktepaar überzuführen, 


woran sich dann noch weitere specielle Fälle anschliessen. 


= 3. 
Allgemeine Bemerkungen. 
1. Bedient man sich für die Determinanten zweiten Grades aus zwei 


> ) 


Werthsystemen «, 0, 0,«,. P,P:P3/, der Bezeichnungen: 


e 3 u: 4 ) == 0 I — (0/3); 
ej ’ A) l ! £ N kr 9 

vu e. m 0 > = ‚2 ‚2 n > 
022 1? - PP }ıs ! j? 3 { jF I" (3 14 j? 

. I\ a z . >\ / n 2 re . > r „) N . 
RP )34 = 0/9 4» LUERF® nem 0,3 ._. 03 )ja3 = [? Je > 

so ist die Determinante 

= .) as P - > | ai ) Dr 5% n M Ay ) 

=+0,ß.y30, -E+ydß; = ni RI), YO ]u+33 


*) Vgl. die Habilitationsschrift des Verf.: „Zur Theorie der Complexe und 
Congruenzen von Geraden,“ Giessen, Mich. 1870. 

**) Jch nenne besonders die Abhandlung des Herrn Cayley: „On the six Cvor- 
dinates of a line,* Trans. of the Cambr. Phil. Soe. Vol. Xl. Part. Il. 1868. Auf 
die Artikel dieses Aufsatzes wird in der Folge Bezug genommen. 


14 * 
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und dies führt zu der bekannten Identität: 


ii > , ' 
2 (aß 


0 


u 


v/7 en y >\ i y .) kin e7 I\ f /? N / „\ / \ 
u\EP Ju+3 7 \EP AP AT \EPNRIAP) T AP) (AP )o- 


I 

Dabei ist ein Index von der Form +6 (A =1...6) immer dürch den Index 
, zu erselzen. 

Sind öAkd dh’ die Zahlen 1234 in einer solchen Reihenfolge, dass die 

Determinanten 


(aß), = e(ap) v0). wo mtl, 


(YO); Fan €E\) u+3° 


u» 


adjungirt sind. so wollen wir auch die Indicespaare ik, (A und die Indices 





ut, u-+-93 „adjungirt” nennen. 
2. Die sechs Determinanten («/), kann man bekanntlich. wofern nur 
ihre Verhältnisse in Betracht kommen, durch die adjungirten Determinanten 


ab\,,, aus zwei anderen Werthsystemen a, b ersetzen, welche die Bedin- 


4 


sungen 
v v .’ v ” ) 
2a, =34aP, = abe, = ZA, =0 
t [ q t 


erfüllen. Diese, sowie einige spätere Betrachtungen, sind auf ein wichliges 
Reeciproeitälsprineip *) zurückzuführen, nämlich das folgende: 
Die Verhältnisse der \;) Determinanten k!®* Grades (k <n) aus einem 
Systeme 
u: 


"u 


n 


u Te 


kann man stets durch die Verhältnisse der adjungirten **) Determinanten 


‚en Grades \.=n—h) aus einem anderen Systeme 


© Pe 


» 
in 


Di Be a Bi 


erselzen. Zu diesem Zweck ist es nothwendig und hinreichend, die x den 
folgenden k.4 Bedingungen zu unterwerfen: 


Ana tapeat ta 2 =0 (p=1..k, g=1...‘). 
*) Dasselbe ist (in allgemeinerer Fassung) von Herrn Brill ausgesprochen und 
bewiesen worden: Math. Annalen Bd. IV. S. 530. 
*=) In Bezug auf die Determinante I—+ A, Ggg +++ Ak E1,R 4102,62 Ulm 


\ 
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Vorausgesetzt wird, dass weder die Determinanten k'" Grades aus den a noch 
die Determinanten 2'% Grades aus den x sämmtlich verschwinden. 
Zum Beweise führt man »° willkürliche Grössen 


er ee. 2) 


9- qn 
Ypı Yp2 ++ Ymm (p=1...K) 
ein und drückt dann die im Salze ausgesprochene Proporlion durch die in 


Bezug auf die 5 und die y identisch zu erfüllende Gleichung: 


> . je ? zul e ar 
+ 4,6Gn..:.040,; Dr 42. de Zt Yuya-- -Yır Ki, | TI) 519... 1 In 
Fr | ) | | 
PR du... du. Yır-+-Yın Ay. -Aını 
u u ea I > | . . | | 
. 112 | | | | 
eu. 21102. dal Ya Ya)! 


aus; indem diese nur dann bestehen kann, wenn jede Determinante At" Grades 
aus den b (oder At Grades aus den y) auf beiden Seiten denselben Coelli- 


cienten hat. Diese Gleichung kann man folgendermassen schreiben: 


< ; x x ' 
—(d,Yı 2 luYi; =b:Yu--- 0, Yu 


nn ” R . u x Im: » „= » 
= a, Yu IA Yu; buy 59 Ad, Yu Auf Sbuwu. burn, 


< , ie h } a — I 
[u dad Hp ou A A Hr . Te b 4 Mn te b ) x \ N u ü —_ I wu » „ » | 
Ben ii ia ci = a, Y ZA Ya) Fb. 2 b,%; | 


L 





ww by / By ’ye . B% a ». 
— d,7, .. (1, Ti Pr b,;%;, _s .zb,%;, 





(wo in Bezug auf ö von 1 bis » summirt wird); und die Determinante linker 
Hand redueirt sich in der That auf das rechts stehende Product, wenn die 
k.) Summen Sa,,x,, verschwinden. — Umgekehrt: die Identität der beiden 


Ausdrücke erfordert, da die Elemente der % ersten Zeilen und der 4 letzten 
Colonnen auf der linken Seite wie .willkürliche Grössen betrachtet werden 
können, das Verschwinden aller derjenigen Elemente, welche zugleich den 4 
letzten Zeilen und den % ersten Colonnen angehören, d. h. der k.2 Summen 
ZA, 

3. Für Systeme von je sechs Grössen sollen deutsche, für Systeme 
von je vier Grössen dagegen lateinische oder griechische Buchstaben benutzt 
werden, und zwar im Allgemeinen je nachdem sie Ebenen oder Punkte re- 
präsentiren. Ein Punkt wird $ heissen, wenn seine Coordinaten S,5:5;5, ge- 


nannt sind, u. Ss. w. 
Sind demgemäss x,...x; die Coordinaten einer Geraden x, «(«,...«;) 
und £(Pı...,) zwei ihrer Punkte, a(a,...a,) und b(b,...b,) zwei ihrer Ebenen, 
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so kann man die v nach Belieben definiren durch die Gleichungen 


(#=1..9) 


f >\ 
> 2 )) 
OX 0/3 


u /u 


oder OX, Fr. (ab), +3 
Zur Abkürzung sollen noch die Ausdrücke 
ı4 kb 
Sao, mit a, Zr9.,,; mit (x, 9) 
el k=1 F u 


bezeichnet werden. Es ist dann die Form 
Sup FUU FRE +5 = EU TR), 
: 


a D (=). 

4. Das Verschwinden der Form (x,x) ist die Bedingung dafür, dass 
die Grössen x,...x, die Coordinaten einer Geraden darstellen. Sieht man von 
dieser Bedingung ab und betrachtet also die x als völlig beliebige Grössen, 
so kann man denselben in der Linien- Geometrie die Bedeulung von Üoor- 
dinaten eines linearen Complexes beilegen. Wenn nämlich zwischen den 
laufenden Liniencoordinaten ® eine lineare Gleichung (x. &) =0 angenommen 
wird, so bilden die ihr genügenden Geraden & nach Plücker einen Linien- 
complex ersten Grades, und die Coefficienten x,...x; nennt man die Coordi- 
nalen dieses Complexes *). 

Jede Gerade ist als ein „.specieller‘ linearer Complex anzusehen und 
hat in diesem Sinne eine Gleichung. 

5. Wenn zwei Geraden x, 9 sich schneiden, so ist bekanntlich 

(X, y) = dd. 
Die Geraden y, welche die Gerade x schneiden. sind demnach die Linien des 
speciellen Complexes tx. 

Aber auch dann, wenn die Grössen x. 9 zwei beliebige lineare Com- 
plexe vorstellen, hat die Gleichung (x, 9) =0 eine geometrische Bedeutung. 
Von zwei durch die Relation (x, 9)=0 verknüpften Complexen sagt man, 
dass sie in Involution liegen **). 

Die einem linearen Complexe angehörigen Geraden sind die mit ihm 
in Involution gelegenen speciellen Complexe. Zwei einander schneidende 
Geraden sind zwei in Involution gelegene specielle Complexe. 


*) Klein, Inauguraldissertation (Bonn 1868) S. 20, Math. Ann. Bd. II. S. 368. 

**) Diese Benennung und die geometrische Bedeutung giebt Herr Klein, Math. 
Ann. Bd. II. S. 201 (vgl. unten Art. 24). Daselbst ist auch für die Grösse 41, x) der 
Name „Invariante des Complexes x“, für die Grösse (r,b) der Name „simultane In- 
variante der Complexe x, h* eingeführt. 
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S. 2. 


Die Normalform der Complexgleichungen. 


6. Eine lineare homogene Relation zwischen sechs Grössen t,...Xo. 


welche identisch besteht, sobald die x irgend welche unter der Form 


\ 


ir > oder (ab), (ab).. 


darstellbare Werthe haben, besteht überhaupt für beliebige Werthsvsteme x. 
Wir dürfen daher die Coordinaten eines linearen Complexes, so lange die- 
selben nur linear in die Rechnung eingehen, symbolisch als Coordinaten einer 
* Geraden schreiben. 
Anders verhält es sich mit Gleichungen höheren Grades zwischen den 
v. Der Gleichung nt Grades (» — 2) 
A A 
wird von einer dreifachen Mannigfaltigkeit von Geraden Genüge geleistet; 
diese bilden nach Pläcker einen Complex x!“ Grades. Wenn eine solche 
Gleichung identisch besteht, sobald die x Coordinaten einer Geraden sind, so 
ist nothwendig 
F= —I(xr).M, 


an Coeflicienten 


F 


or 


wo M eine Form »—?2t“ Ordnung in den x, also mit (" 


m+t5\ /n-+3\ . RP 
bedeutet; und es brauchen nur gewisse 5 )-C} ) lineare Verbindungen 
der Coefficienten von F zu verschwinden. 
“. Man kann daher fragen, ob zu jeder Form F stets eine Form M 


sich so bestimmen lässt, dass der Ausdruck 

F+4i(x,r,)M 
identisch Null wird, sobald er für alle speciellen Complexe verschwindet. Dies 
wird in der That durch die von Herrn Clebsch *) eingeführte Normallorm 
der Complexgleichungen erreicht. Derselbe bezeichnet nämlich mit /F fol- 
senden Process: 

a o’F o’F o’F 
AF nern — ef — + _— 


on oO, OO 








und nennt unter den verschiedenen Formen 


F-+ l (x, r) M. 





welche, gleich Null gesetzt, einen und denselben Complex repräsentire n, diejenige 


*) Math. Annalen Bd. I. S. 1. 
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F') die Normalform, für welche die Form » — te Ordnung .4F’ identisch 
on . Nn+I\ 
verschwindet, zwischen deren Coefficienten also gewisse ( - ) lineare Be- 


ziehungen bestehen. Es zeigt sich, dass diese Normalform F’ völlig bestimmt 
ist. und zwar wird 





ae ’ ca 2 a 43% 

E' _ ED AF ion’ _AFO 30 2 ER CR 
ehe . — (| — | en — 2 by) 
1 n+1 1.2 (n--1)n 1.2.3 (n+1)n(n—1) 


wo IF==4(AF) u. s. w. Wesentlich ist dabei, dass dieselbe Normalform 
herauskommt, von welcher den Complex darstellenden Gleichung man auch 
ausgehen mag. 

Ist nun eine Form F gegeben, welche für alle Geraden x verschwindet, 
welche also durch (x, x) theilbar ist, und will man ihre Normalform F’ bilden. 
so braucht man nur die Normalform von O zu bilden, d.h. F'=0. Aus der 
über F gemachten Voraussetzung folgt daher das identische Verschwinden der 
Normallorm 

F'= F+4(ur)M. 
Setzt man in dieser Form alle Coefficienten gleich Null, so erhält man r > °) 
Gleichungen, welche nur we >) -(" a selbstständige repräsenliren. 

Ebenso schliesst man daraus, dass zwei Formen für alle Geraden x 
übereinstimmen, auf die Identität ihrer Normalformen. — Beim Beweise einer 
Identität kann man die Grössen x symbolisch als Coordinaten einer Geraden 
schreiben, so lange man mit Normalformen operirt. 

Zu beachten ist indess. dass das Product zweier Normalformen im 
Allgemeinen nicht wieder eine Normalform ist. Sind nämlich F und @ irgend 
zwei Formen »'" und pte® Grades, so findet man: 
oF 0G 


#) AF.6) = F.30+0.3F4+2= 


> Da Os” 





und für die Normalformen F’ und @ ergiebt sich also nicht S(F@) =. 
sondern: 


AFP.) = 3 -— —: 


k Olk Ola43 
Liegt also in irgend einer Form die Gleichung desjenigen Complexes 
(n-+p)ten Grades vor, welcher in die Complexe F=0 und G=0 zerfällt, so 
zerfällt ihre Normalform im Allgemeinen nicht in das Product der Normal- 
formen F’ und @, sondern sie ist irreducibel. 
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8. Werden weitere Veränderliche 9,...9, eingeführt und die Ablei- 


tungen 





mit n%..; =1...6 
2 | 


bezeichnet, so ist der Ausdruck 


y CH a... CE 
re Ye: Yı43 = N 


die Öineare Polarfunction von F. DBeschränkt man sich auf solche x. welche 
(x,x) zu Null machen, so ist jede Form F-+-4(x,x)M mit F äquivalent. und 
es exislirt in diesem Sinne eine einfache Mannigfaltigkeit von Polare: 

%' ! ’ 

a ls +—(%9 M, 
wo M als willkürlicher Parameter auftritt. Diese Ausdrücke repräsentiren 
nach Plücker *) die zweigliedrige Gruppe der linearen Polarcomplexe der 
Geraden x in Bezug auf den Complex F.. 

Unter der Gruppe von Polaren ist diejenige, in welcher (»4+1)M—=—AF 
ist, dadurch ausgezeichnet, dass ihre Normalform (als Form in x betrachtet) 
mit der linearen Polarfunction der Normalform von F übereinstimmt. Für 
jede beliebige Form F ist nämlich 

ö(dF 


A559) = —- In ——., 
r N E:? ( Ik £ \ 


und für die Normalform F’ ist JF'=0, folglich 4(%.») = 0. d. h.: die Po- 
lare der Normalform ist wieder eine Normalform in x u Nun besteht aber 


(5,9) aus 


Ze \ Rz IF 

Wr y), ut ) ey‘ 
nn-1) 

und Gliedern, welche durch (x. x) theilbar sind, und ist demnach die Normal- 


form des angegebenen Ausdruckes. 
Wenn F für alle Geraden x verschwindet. so verschwindet die Polare 





EEE |. 
\ g y) —(T, \ ) —— N 
TH. n(n—1) 

*) Neue Geometrie des Raumes (1868 u. 60) 8. 203. 


*#) Die Polaren beliebiger Ordnungen (g) der Normalform F’ sind Normalformen 
in x und v; sie erfüllen aber ausser den hierzu erforderlichen Bedingungen noch die 
folgende: “7 

y op 


—-_-6(, 
k OXYROYk+3 


Journal für Mathematik Bd. LAÄXV. Heft 2, 15 
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ebenfalls für alle Geraden, die Normalform dieser Polare sogar idenlisch. — 


Wenn F und @ für alle Geraden x übereinstimmen, so stimmen die Polaren 


AF en 
(5, Bas (X ar und (&, „,— (x y) BER SC 


n(n-+-1) n(n—+1) 


für dieselben überein. und die Normalformen dieser Polaren sind mit einander 
identiseh. 


S. 9. 
Ebenen und Punkte einer Geraden. 
9. Ist eine Gerade x gleichzeitig durch zwei ihrer Punkte, 4 und 


und durch zwei in ihr sich schneidende Ebenen, / und m, gegeben, derart dass 


o 
eich ms 


u y) 
können die Coordinaten in folgender Weise angenommen werden: 


(8.) l.,= (Zu 


r, ‚=(im),.,, (r=1...6) 


Dass zwei Punkte «, 5 mit der Geraden x in einer Ebene enthalten sind, wird 
dann durch das Verschwinden der Determinante 





0, 0,0, 0, 






= Ftaßku,=!| 2 m | 


— mul 
IPıaPsP; 


m, mm, m, 


ausgedrückt. Man kann dieselbe leicht nach « und % ordnen: 


T— = (ep), ss = ZSa,ßı (im). = = 0, Pr (Au);u 


1, k 


— 5 B,(l,m,—m,l) = a, 
f P/? 


wo die Indicespaare ik, ik’ a sein sollen (Art. 1). 

Die Coefficienten von 9,%:P;P, in /' sind die Coordinaten der Ebene, 
welche durch die Gerade x und den Punkt « zugleich hindurchgeht. Diese 
Ebene soll mit E(x, «). ihre Coordinaten *) mit E,(r,«), E,(t, «) u. s. w. be- 
zeichnet werden, so dass 

E,\v,e)=1,m-m,lı = Za,(m), = * HG 05% — 0,4%, 
E:(ve)=l,m—-mb=Za(llm. =uh * Gb +, 


E,; (d 0) — I, m, — MM. I, 2 


I 


=a, (Im); = &ılst Oak; * — (4,89 


E,(t, eo) = 1, m, —m.l, = Ze, (Im) = 4 u - ot + 0X, x 





*) Dieselben hat kürzlich Herr Cayley (Math. Ann. Bd. IV., >. 558) angegeben; 
vgl. auch Art. 17. 15 der oben genannten Abhandlung. 
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10. Die Grössen E sind durch die Identität 


I 


2RElt,6) = Zr(aß) 
definirt, aus welcher sich sofort ihre Grundeigenschaften 


93,7 E, (£ ei) nn — a, E; (t, P)» So, E; I. et 0 
s 


‘ % 


ergeben. Die letzte Gleichung sagt aus, dass der Punkt « in der Ebene 


[0% 
o 
Ex, «@) enthalten ist. 

Wenn man &®—1, <= 0 setzt für k >i. so bedeuten VE) SO: 


die Ecken des Coordinaten- Tetraeders,. und es wird: 
(Im) = Eu 5$”)=—E,(r, 29). 

Die Ausdrücke E sind linear sowohl in den « als in den x. Ordnet 
man sie nach den «. so sind die Coefficienten die Coordinaten der Ebenen, 
welche durch x und die Ecken des Coordinaten- Tetraeders hindurchzehen. 
Ördnet man sie nach den x. so sind die Coeffieienten die Coordinaten der 
Geraden, welche den Punkt « mit jenen vier Ecken verbinden; es ist nämlich 


E, (X, a au zur -— x at) 3 


wo 


<(r)\ 


al’ Ü,s )ks also (uf ar - 0. 


Ä % 


11. In analoger Weise ordnet man die Determinante 


4 


h) 4 1A u 2. , 
EURER encienin An Ay 4 


| | = a,b,-ab, = Z&(ab),t,, 
b,b,b,b, | u, u, u; t, 


deren Verschwinden aussagt, dass die beiden Ebenen a, b durch denselben 
Punkt der Geraden x hindurchgehen, nach den 5b. Dann sind die Coeffieienten 
die Coordinaten des Schnittpunktes der Geraden x mit der Ebene a. Diesen 
Punkt nennen wir //(r.a), seine Coordinaten //,(x,a), /L,(x,a) u. s. w., 
so dass 


I, \n,a)=zawmw-a,h=Zallu) = * - Rh GAR; 
I, n,a)=aw—-ah,=Zallu.. Sal * —GUutats, 
I;,(x,a) = a1; —a,, = Za,(ku, = ah tat, * — (ua 
I, na)=am,—-a,=SFalku = au - au ta % 


Die Formen /7 entstehen aus den E durch die Vertauschung der In- 


dices von x,... mit den adjungirten. Nach der Definition ist 
zu ie) = Zrieb),, 
Sb,U,'n,a=—-Za,ll(rb), ZaI,(x,a) =V®. 


15 * 
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12. Wenn der Punkt « der Geraden x angehören soll, so müssen 
die Coordinaten der Ebene Er, «) verschwinden, und es ergeben sich also 
die vier Bedingungen: 

1. E,\'.0o)=0,. E(r.ce)=0, E,(n.c)=0, E,,o)=O0. 

Diese Gleichungen kann man auf doppelte Art deuten. Einerseits 
sagen sie aus, dass der Punkt « in jeder der vier Ebenen liegt, welche die 
Ecken des Coordinaten- Tetraeders mit der Geraden x verbinden; anderer- 
seils, dass die Gerade x die vier Geraden schneidet, welche den Punkt «& mit 
jenen Ecken verbinden. 

Aehnliches gilt von den Bedingungen, welche bestehen müssen, wenn 
die Gerade x in der Ebene a liegen soll: 

>». Hie)=0, Zu o9)=9, Aue =0, Ile 

Für beide Aufgaben haben wir vier Bedingungen *) erhalten, welche 

sich allerdings auf je drei redueiren wegen der Relationen 


ZzeE.,.)=>, Zieh =. 


i 
Man weiss aber, dass nur je zwei Bedingungen erforderlich sind. In der 
That stehen die Gleichungen in mehrfacher Abhängigkeit. Dieser Gegenstand 
kommt mit einer Reihe ähnlicher Fragen im folgenden Paragraphen (Art. 15) 
zur Erledigung. 


$. 4. 

Relationen zwischen den in 8.5 eingeführten Ausdrücken. 

13. Indem man die einfachen geomelrischen Beziehungen zwischen 
der Geraden, ihren Punkten und den durch sie gehenden Ebenen mit Hilfe 
der im vorigen Paragraphen eingeführten Ausdrücke algebraisch darstellt, ge- 
langt man zu Relationen zwischen den Coordinaten der genannten Elemente, 
welche auch dann noch bestehen, wenn an Stelle der Linieneoordinaten ganz 
beliebige Grössen Ireten. 


Mit Beibehaltung der Bezeichnungen des Art. 9 ist 


Io, %0,a,|ja, a, a, a, | 
| | 


ut, u, u,||mm,m;m,| 


*) Dieselben finden sich bereits bei Cayley, Art. 9. 10. 
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d.h.: die Form zweiten Grades in ı 


x 
._— 


E,(x,o)I/.(x.a 


verschwindet. sobald die r eine Gerade vorstellen. E: 


dafür, dass dann jeder Punkt /T/x.a, in jeder Ebene Er. gel 


Um die Betrachtung des Art. 7 anzuwenden. nehmen wi: 
definirten IS-Process an IE, re, II 'xa vor. Nach 2. is! 
Sul | ‚cE, (re) oll 
I(E,(xe) II, (xa Pe. 

oder (nach Art. 10. 11) 

1,0,0,0, Ad, A, d, 

’® d, (k ‚ 

1000 0100 
Demnach wird 

A(ZE.'xe\ II (xa DL,. 


s 


Die Normalform des dem 4-Process unterworfenen Ausdruckes mus= 
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verschwinden; das giebt: 
6. sE;(r.a)I/,(r,a) =} Mi 
oder nach Art. 10. 11: 
Sa, Il,(r. Eite))= Z«E,(t, IT(va —ir,va,. 
Hierin sind die einzelnen Gleichungen * 
7) Zı,E(re))=—4 a, E,ir,I/Tta)= —! 
i=1, 2, 3, 4) enthalten. 
14. Bildet man die Polaren (Art. S) beider Seiten der Ident 
so kommt: 
(6,) ZE, (re) II,(ya\+ FE,(va\II(ra) = (r.y 
In der That muss bei gleichzeitigem Bestehen der Gleichungen 4 id (3 
d.h. wenn « ein Punkt, a eine Ebene der Geraden x ist, sich a, = 0 erg 
Die Formel \S.) kann auch derart bewiesen werden, dass 
v. 9 als Coordinaten von geraden Linien schreibt, also die dure 
Werthe (3.) ersetzt und die 9 ebenso durch Grössen /, m ausdrückt (Art. t 


Sie ist dann folgendermaassen zu schreiben: 


12. 


*) Habilitationssehritt S. 
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m ml al m| \Lm-ml a, I m, 
,m»—m,.l a, I, m; ,m»—-m,b a Il, m, ar 2 
1 + Du N er — a,(ImIm') 
l,m;—m,l, a, Il, m; I.m,—m,l, a; I, m, 
lm, —m,l, a, I, m,| |l,m,—m.l, a, I, m, 








und wird durch Umformung der linken Seite in die Determinante 
0 I, m. Tl. m, 


& 
ah m I m 
| 
|, ıı m | m), 


a, L m, I, m, 








a, Tl, m, L m, 
welche in der That der rechten Seite gleich ist, bewiesen. — Wenn man 
(S.) direct bewiesen hal, so kann man durch Gleichsetzung der x mit den y 
die Gleichung (6.) daraus ableiten. 

15. Aus den Gleichungen (7.) fliessen die Auflösungen der Systeme 

an, 5 Aen; ee: eh 

in Bezug auf die « resp. die a, und zwar mit willkürlichen e, » in der Form: 
—4(1, 2)0,. = 0, 1I;(yu) = Zr, (w); —30,r1)a, = Zn,E(r5) = Zu. (Sn): 


Direct würde man die Auflösungen folgendermaassen darstellen: 


























 -uU ‚0 th nl 
1; 0-53 9% : eu 4% 
1 )o.=|5 5 0 -n%», -IurNa=rn % 0 -n 5 , 
re —Fr Xı 0 u, }: u 5 , 0 5, 
vs» % 9% „0 m m m mol 
da die Determinanten beider Systeme den gleichen Werth 
0 —1 —rs —Pl 0 —ı -n nl 
| X 0 —3; X Xı nun .'% Kies 
(10.) og .\=4R 8) 
KHK’ m ‚SE an 7 
Ye —K Yı 0 Is Yı 0 
besitzen. Die Vergleichung beider Darstellungen giebt: 
I0 1 1: 16% 1 En 7 2 Sı 
4: 0-5 %% — y,1).E0, IL,(sw) . 0 5 | = 1,2) Zn,E(r8) 
4 1.) B 2. 0 a 7. ri sn ’ 2 4° 0 en &, - 
| K—h Iı 0m | RE VOR Bl u 05; Bd Ze 
P » 0 00 | mM Mm N MO 














fü 
G 


so 
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Die beiden in Bezug auf S, »; resp. «, ® bilinearen Formen 
Zr (N), Zr (wo), 
stehen in Reciproecität. Bildet man zu den Elementen der Determinante der 
einen Form die adjungirten, so erhält man die mit 4(y,x) multiplicirten 
Elemente der andern Determinante. Dies konnte auch unmittelbar aus der 
Theorie der Determinanten *) entnommen und als Ausgangspunkt benutzt 
werden. 

Verschwindet die Grösse (x, x), so verschwinden zugleich alle Unter- 
determinanten dritten Grades aus den beiden Systemen (10.). In diesem 
Falle sind also je drei Gleichungen des Systemes (4.) oder (5.) von einander 
abhängig (vgl. Art. 12). 

16. Die Elemente der Determinanten (10.) sind die Coordinaten von 
vier besonderen Ebenen, welche durch x hindurchgehen, resp. von vier be- 
sonderen Punkten dieser Geraden (Art. 10. 11). Multiplieirt man aber die 
erste Determinante mit (a/yod), die zweite mit (abed),. so kommt: 

=Z+ E,(re) E,(xP) E,(1y) E.(rd) = IH N EL, PrY30,; 
=Z+II, (ra) IT,(xb) I,(xe) II,(xd) = 41,12) Ftab;c;,d,. 

Eine ähnliche Umwandlung kann man an den Gleichungen (11.) aus- 
führen. Setzt man in der ersten für e,0,0,v0, die Unterdeterminanten dritten 
Grades aus dem Systeme 
& 0 


ur a RR 
Pı P% I3 [2419 








er 
n 
2 
nn 
= 


so kommt links: 
0 —-1, -15 -5 alle m a, a, OÖ 


4 0-5 | IP, Pr Pr Pr 0 














u. s. w.,. und man erhält: 
=Z+u&E;(re) E,rP)E,hy) = 4 
Z+Ss,N,(va) IT, (xb) II,(xe) =3 


..— 


{ 
\ 
r)zt+a bc E,(15). 


r.7) +0,27; II,(ru 
(12.) D 1/9273 (ra), 


Die Unterdeterminanten dritten Grades aus den Coordinaten dreier 





*) Baltzer, Determ. III. Aufl. 5. 23. 
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Ebenen Era), EP), E(y) oder dreier Punkte //(xa), IT(xb), IT(xe) sind 
somit als Producte dargestellt, welche den Factor (x,x) enthalten. Um die 
rechts stehenden Determinanten in Bezug auf « zu ordnen, beachten wir, dass 


an wu mm m |w, us u,\ 
| | 
> L .) > | ya I | ER: ; iD - \ ! fi. ” \ I \ 
IPı P2 Ps Pa|| u hd, A er | A I; L,\ = u,(Pyku)+ U yakı)tu,(ePdhu . 
| | | | 
IYı Jr 9% Jılimı m. m; m,| Im, m; m, 


und erhalten: 


“ : ur a) um a ee ler 2m Su (am\ hi we. Tuä 
’13,.\ |< rUuP:; ‚II,(xu) — Uhr \PY In43T Up — Ku \Y7 9% ]437 u,Z=r, (045; 
| (=+a,b,c,E,(15) = a;:Zy,(be),;, +b:Fr,(ca), +c:Zr,(ab);. 


I7. Die Relation (8.) ordne man links in Bezug auf die y: 
Zy,(e, E(xa)). + Zyı(e, II(ka)),3 = %Y)a, 


und ersetze einmal @ durch E(xP), das andere Mal &@ durch ///xb); so folgt 
mit Rücksicht auf (7.): 


Y 


- Yı (E (va), E (x, 3) )ı = (1, „)= Ye (ef )ars— 3 (X, 8) = ler 
| | - 9.7 (ra), Tb) = m y)Irr(ab), —E(R, X) =y ab);. 


Die CoeMicienten der 9 auf der linken Seite sind das eine Mal die 
Coordinaten der Durchschnittslinie der Ebenen E(xe), E(xP), das andere Mal 
die der Verbindungslinie der Punkte //(xa), //\xb). Diese Linien fallen, 
wenn (xx) =0 ist, mit der Geraden x zusammen, d. h. jene Coordinaten 
werden dann den x proporlional. Den Factor, durch welchen sie sich von 
den x unterscheiden, ersieht man aus (14.). 

Ohne die allgemeine Bedeutung dieser Formeln zu beeinträchtigen, darl 
man 9, in der ersten durch (ab);.,. in der zweiten durch («/), ersetzen 
(Art. 6). Dann stimmen aber die rechten Seiten mit einander überein, und 
wir erhalten demnach: 


‚la, db, Eı're) E,(xP) 


| ron) E / 
|. b, Ex(xe) E,(xP) 


a, Pı TI,(xa) IT,(xb)| 
5 % II,(xa) II,(xb) 





la, b, E,(xe) E,(xP)| 6; 9 I1,(xa) TI, (xb 
15.) | . “ d “ \ F N “ \ ° \ 
\ « . \J 5 \ , ur 1 f E 
ja, b, E,(xe) E,(xP)| a; 9, II,(xa) Il,(xb) 


a + F \ I E2 Mi ‚ . e; ä F \ 
= Fr (ab), Zr, (ep); 3 I, r) (ab), (ap): 


— 


——— be . f * f OD \ f * .\ f \ 
= Zr, (ab), Zr, (aß) — 49 r) (a,d;—a;b,). 


\ 


Den Beweis kann man auch führen, indem man die x durch die Werthe (9.) 








u 


Mi 


cd 


H 
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ersetzt und dann die Normalformen bildet. Dabei ist zu benutzen: 


I 
10 0, 0, &,| 





a az 
AEe)E(P))=|,. » 2 „| Pi, AEı(tP) Ex(te)) = (aP),; 
bs [92 P3 19 
9:3 
A(E(xa), E(xP)), = —2(eß), us. w. 


18. Will man die Punktreihe der Geraden x durch die Coordinaten x 
und einen Parameter (A: 1.) symmetrisch darstellen, so hat man die Gleichung 
des beweglichen Punktes in der Form 


,.Zu, II (xa)+u>ull(xb) = 0 


anzunehmen. wo die # laufende Ebenencoordinaten und a, b zwei völlig 
willkürliche Ebenen sind. Ebenso repräsentirt die Gleichung 
pZS,E,(te)+qgZS,.E, (ip) = 0 
das Ebenenbüschel mit der Axe x. indem «, 9 willkürliche Punkte sind. 
Zwischen den linken Seiten der Gleichungen dreier Punkte //(re). 
II(xb), /I(xe) oder dreier Ebenen E(xe), E(xP), E(xy) muss eine lineare Be- 
ziehung bestehen. In der That folgt aus Art. 16. dass bestimmte lineare 
Verbindungen durch (x, x) theilbar werden müssen. Um dieselben zu finden, 
ersetzen wir in (193.) # durch E(xS), resp. < durch //{xa). Dann kommt: 
Zr,.(be),. Zu, II,(xa) + Zr.(ca),. Zu, /],(xb) + Frx.(ab),. Zu, II, (xc 
= 4, 2) 205,54, 
Ju FE EEE (yel E + Erle FEET 
= ur) Zt, PY:S- 


Dies kann auch bewiesen werden aus der Identität: 


C; 


» 
/ € 


ıd, b.„lia, a.| |c; e,|lb, b.| la, a 0 
| ı— “ | en , 


54 | 
b, b,|la, u,!| 


u Ba u| u) 


44 


a | 
IC, c, | u %|j ja, a,„|\u, u 


Wegen der Bedeutung dieser Formeln für die Theorie der linearen 
Transformation verweise ich auf Abschnitt II. der Inauguraldisserlation des 
Herrn Klein. 


Zwei einander schneidende Geraden. 

19. Wenn zwei Geraden x, 9 einen Punkt « oder eine Ebene a ge- 

mein haben, so verschwindet die Form ({r.9). Dies wird auch durch die 
Journal für Mathematik Bd. LXXV, Heft 2. 16 
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Identität (8.): 

SE, (te) II,(ya)+ZE,(ye)II;(ta) = (rt, y)a, 
zum Ausdruck gebracht. — Umgekehrt, wenn (r,y) verschwindet, so fällt 
der Schnittpunkt der Geraden x und der Ebene E({y,S) mit dem Schnittpunkte 
der Geraden » und der Ebene Er, 5) zusammen, und ebenso die durch tr und 
den Punkt //(y.») gelegte Ebene mit der durch 9 und den Punkt //\x, u 
gehenden. Man kann nämlich jene Identität auch in folgenden Formen 


schreiben: 


Pen (Eu, 17,(x, EyS))+ZuI/7,(y, ERS)) = — m Y)u;, 
(17.) Br BEE 
(EEE, (x, II(ya))+Z8,E,(y, II(xu)) = — (8, Y)u:. 


Hieraus ergeben sich sofort die Gleichungen sowohl des Schnittpunktes 
als der gemeinschaftlichen Ebene, und zwar werden sie auf zwei Arten dar- 
gestellt: 

0= Full, EiyS)) = FSE,(y, II(cu)) = — IE, (y$) II,(ku), 
oder 

0= Full;(y, E(S)) = SE, (x, I(yu)) = — XE,;(xs) II; (yu). 

Jede dieser beiden Gleichungen repräsentirt den Schnittpunkt, wenn man die 
< als willkürliche Grössen, die « als laufende Coordinaten, dagegen die ge- 
meinschaftliche Ebene. wenn man die « als willkürliche Grössen, die S als 
laufende Coordinaten betrachtet. — In Art. 14 ist die Darstellung der obigen 
Ausdrücke in Determinantenform gegeben. 


20. Im Falle zweier sich schneidenden Geraden darf die Form 
ZE,(y5) II,(xu) 
wegen ihrer geometrischen Bedeutung sich nur um einen von x unabhängigen 
Factor ändern, wenn man den Punkt 5 mit irgend einem anderen 7 vertauscht, 


und nur um einen von S unabhängigen Factor, wenn man a mit © vertauscht. 
d. h. die Determinante 


'SE(yS)I,u) ZE,(yn) TI; (ku) 
\ZE,(yS) II,(re) ZE,(yn) II, (xe)) 
muss unter der gemachten Voraussetzung verschwinden. 

Die in Rede stehende Form ist bilinear in & und #. Nennt man « 
den Schnittpunkt, @ die gemeinschaftliche Ebene der Geraden x und y, so ist 
die Form für jeden Werth von S durch «#,, für jeden Werth von « durch a: 
theilbar. In der That kann man setzen: 


ZE,(yS)II;(xu) = o.u,.a 


) 
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wo o weder von S noch von « abhängt. sobald die obige Determinante ver- 


schwindet. 
Dass diese Determinante Null ist. wenn man hat: 


EEE ENDE =D, 

folgt durch ihre Berechnung mit Hülfe der Formel (15.),. welche ergiebt: 
ı @ TT /..“\ / ıqQn ’ 

SE) FE(yn)IT,Ou 

| 17 m / \ an, 

'ZSE,yS) le) ZE,(yn) IL, (ve 


su||/4,(9,EG5)) /r(y, EirS)) 73,(9, E(r5)) /7,(y,E(rS)) 


(18. ) \ ns | | / y N / Y/ \ / \ \ 
i 10,900, 1/1, E ?n)) MN,(y, Elin)) /L,(y,. E rn)) /1,(y,E(xn)) 
|- — (nr) Sun) ZN lwo),—3 (9 9) Zr (Sn). Zr, (wo), 


+43)9 9) (sn) (we); +3, y) > (Sn)ss- Fyı(wo).. 
Dieselben Betrachtungen sind anzustellen an der Form 
=ZE,(r5) TI, (yu). 
21. Ordnet man die Form 
ZE,(y5) II, (ru) 
in Bezug auf 5 und «, so erhält man als Coeffieienten die Elemente des 
Productes der Determinanten 
9 nr HI -m-9—He 
| y 0-9 9 
.—r 0 1,19% » 0 —y 
ve. .—1ı 0 lv, - 1, 9 O0 
und zwar den Coelficienten von «,S;,, indem man die ;'* Colonne der ersten 
Determinante mit der At" Colonne der zweiten zusammenselzt. Es entsteht 
dann ein System von 4.4 Elementen; die Elemente irgend einer Vertical- 
reihe können als Coordinaten des Schnittpunktes, die einer Horizontalreihe als 
Coordinaten der gemeinschaftlichen Ebene genommen werden. *) 

Die 36 Partialdeterminanten zweiten Grades aus diesem Systeme ver- 
schwinden. wenn (v.v)=(y9.9)=(1,9)=0,. auf Grund der Identität (18.) 
Es ist z. B. die Determinante der Coeflicienten von 

US MS: 


l U,Sn 


Un 


Us 


gleich dem Coeffieienten des Productes (Sn), (ze), in der Determinante (18.). 


*) Auf anderem Wege hat Herr Cayley (Art. 14. 16) die Coordinaten des Sehnitt- 
punktes und der Ebene berechnet und dasselbe Werthsystem erhalten. 
16 * 
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8.6. 


Der lineare Complex. 


22. Die im Vorangegangenen eingeführten Ausdrücke und die Be- 
ziehungen zwischen denselben sind bisher nur insofern gedeutet worden, als 
die v Liniencoordinaten vorstellen. Wir wollen jetzt annehmen, dass die ı 
Coordinaten eines linearen Complexes, also beliebige Grössen sind. Die lau- 
fenden Liniencoordinaten bezeichnen wir mit & Dann ist die Gleichung des 
Complexes tr: 

Sind @, 5 zwei Punkte, a, « zwei Ebenen einer dem Complexe an- 
sehörigen Geraden, so ist 

ZSr,(ed),.,; = SE (re) =0, Zr, (au), = Zu ll,(re) =. 
Demnach bilden die Complexgeraden, welche durch einen Punkt « gehen, 
ein Büschel in einer Ebene E(r«), und die Complexgeraden, welche in einer 
Ebene «a liegen, ein Büschel mit dem Mittelpunkte //(xa). Die Ebene E(re 
nennt Plücker die Polare von «, den Punkt //(xa) den Pol von a. Da man 
die x symbolisch durch die Werthe (3.) ersetzen darf (Art. 6), so bleiben 
alle in Art. 9. 11 gegebenen Ausdrücke für Pol und Polare anwendbar. 

Der Pol der Ebene E(r«) ist der Punkt «@, die Polare des Punktes 
II (va) ist die Ebene a. Dies ist die Bedeutung der Gleichungen (7.). 

Durch den linearen Complex wird eine Transformation des Raumes 
vermittelt *),. bei welcher jedem Punkte eine durch ihn hindurchgehende Ebene 
entspricht, wie sie also Möbius zuerst untersucht hat. Soll umgekehrt eine 
lineare Transformation diesen speciellen Charakter haben, so führt sie zu 
einem linearen Complex. Die Determinante der Transformation ist das Quadral 


der Invariante des Complexes, =+(1,r)”. Die Transformation verliert also 
für den Fall (v,x)=0 ihre Bedeutung. — Vgl. Art. 15. 


23. Die Polaren aller Punkte einer Geraden g (durch die Punkte «, } 
und in den Ebenen a, 5b) bilden ein Ebenenbüschel, dessen Axe die zu g con- 
jJugirte Gerade heisst. Dieselbe Gerade ist der Ort der Pole aller Ebenen 
durch 9. Da nach (14.): 


6, (Eire), EP) = FIT ra), Ib) = 2) SG) 2) (9, ©). 


*) Auf diese Bedeutung des linearen Complexes beziehen sich die Ausführungen 
von Plücker, Neue Geom. S. 30. 31. 52. 80. — Vgl. auch Cayley Art. 51. 
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so ist die Gleichung der zu g conjugirten Geraden: 
7.9, 6)-4nr)(,6) = 0. 
Diese Gleichung stellt die Bedingung dafür dar, dass ein Complex & 
die zu g conjugirte Gerade enthält, d. h. dass g die conjugirle Gerade zu 


einer Geraden des Complexes © ist. Sie ist also, wenn © als gegeben, a 
als veränderlich betrachtet wird, die Gleichung des linearen Complexes ©’, 
dessen Geraden zu denen des Complexes © conjugirt sind. Die Complexe 
6, ©’ sind einander in Bezug auf Y „conjugirt.*“ Die Invariante des Complexes 
G ist = 411,1)’ (G, ©). 

Sucht man zu einem Complexe der zweigliedrigen Gruppe 46 + uG&' 
den conjugirten Complex, so gehört er der Gruppe an. In dieser Gruppe 
befinden sich zwei specielle Complexe, welche einander conjugirt sind, und 
zwei sich selbst conjugirte Complexe, nämlich der ursprüngliche (x) und der 
mit x in Involution gelegene aus der Gruppe. 

24. Aus den beiden Formen, welche in (17.) der Identität: 

ZEHN TH, (yu) + ZE(yS)/I,(u) = (1, y) u: 
segeben wurden, folgt diejenige geometrische Bedeutung der Involution zweier 
Complexe r,. 9, welche Herr Klein in den Math. Ann. Bd. IV. 5. 414 angiebt. 
Jeder Ebene « entspricht ein Pol in Bezug auf x, dem letzteren eine Polare 
in Bezug auf y; die Beziehung dieser beiden Ebenen ändert sich nicht durch 
Vertauschung von x und y, sobald (x, y9)=0 ist. Analoges gilt von Punkten. *) 

Die Identitäten. welche in den vorangegangenen Paragraphen herge- 
leitet worden sind, lassen sich mehrfach deuten, wenn man die x als Complex- 
coordinaten aullasst. Es mag indess genügen, auf die Bedeutung einiger von 
ihnen hingewiesen zu haben. 

25. In der Gleichung des Complexes Y 

(1.G), = 0 
kann man die © wieder als Complexcoordinaten betrachten; sie stellt dann 
die vierfache Mannigfaltigkeit der mit x in Involution gelegenen Complexe dar. 


Alle diese Complexe lassen sich durch fünf von ihnen, &, 9. 3. ®. W, in 





— 


*) Durch zwei in Involution gelegene lineare Complexe (und mithin durch eine 
beliebige lineare Congruenz oder ein Strahlensystem erster Ordnung und erster Klasse) 
wird hiernach eine symmetrische Collineation im Raume vermittelt, wie sie zuerst 
Möbius (Ber. d. s. Ges. d. W. 1856. S. 143) untersucht hat. Bemerkenswerth ist die 
Auffassung dieser Beziehung, welche von den Herren Hermes (dieses Journal, Bd. 67, 
S. 167) und Reye (ebendas. Bd. 69, S. 366) angegeben worden ist. 
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der Form 
PA Arts Bd +EW,, k=1...6 

also als „fünfgliedrige Gruppe“ darstellen. Durch die fünf Werthsysteme 

drückt man die Verhältnisse der x als die Verhältnisse der Determinanten 

fünften Grades aus. Der lineare Complex x und die fünfgliedrige Gruppe sind 

als reciproke Gebilde zu betrachten. *) 

In der obigen Gruppe kommt eine dreifache Mannigfaltigkeit von Ge- 
raden vor. die Geraden des Complexes x, bestimmt durch eine Gleichung 
zweiten Grades R = 0 zwischen den Heer pP, 9. r, s, t, wo 4R die 
Invariante des Complexes pX-+q2) + sB+E28 bedeutet: 

R=p(X, Y- .. a Y) + 

Die Bedingung dafür, dass ein Complex © mit dem Complex x in 

Involution liegt, d. h. dass er der Gruppe angehört, nimmt jetzt die Form an: 
1,6)=-- FO EI 3 BR, = 0. 

Sechs Complexe, deren Determinante verschwindet, liegen mit einem einzigen 

in Involution. Sind es Geraden, so gehören sie einem linearen Complexe an 

(„Involution von sechs Geraden‘‘ nach Sylvester, vgl. Cayley a. a. O.). 

Die doppelte Invariante des Complexes x wird gleich der negativen 

Determinante der Form R: 
ER A TH TE N u u 
III III I dd I I 9 
nr) = -1I I 3 I I I Ir 3 Jı I 3 
BY BB BB BD DB VB Bd DB VB; 
EWWEWW®W|U, WW: W, 
DD HI ED & | 
HMM MIID I W 
=-3: 9 IN I ID & 8) 
BXH BY) BI BB BB, W) 
(WB, (W,Y) W,Z) (WVP), (MW, W) 
Wenn sie verschwindet, so haben die fünf Complexe &, 9, 3, DB, W eine 
Gerade gemein. (Vgl. Cayley Art. 45.) 





| 
| 














RP 








*) Die doppelte Auffassung des Complexes und der Complesgruppen ist in der 
Cayleysehen Arbeit befolgt (s. bes. Art. 35). Von Herrn Klein ist sie erörtert: Math. 
Ann. Bd. II. S. 369. 
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5.7. 
Die lineare Congruenz. 
26.*) Die zweifache Mannigfaltigkeit von Geraden (Strahlensystem), 


welche zwei linearen Complexen x, 9 und somit jedem Complexe der .„.zwei- 





oliedrigen Gruppe‘ 
AY+ u 
angehören, bilden eine lineare Congruenz. Die Polaren eines beliebigen 
Punktes @ in Bezug auf die Complexe der Gruppe, also die Ebenen 
.E(ra)+uE(ye). 

sehen durch eine Gerade der Congruenz, die dem Punkte « „„entsprechende“ 
Gerade; ebenso bilden die Pole einer Ebene «a eine ihr „entsprechende“ 
(Gerade. 

In der Gruppe AY+uy befinden sich zwei specielle Complexe, be- 
stimmt durch die Bedingung L=0, 

L= (at, A+W)=4Rr)+24ulr,y)+uRly, y). 

Diese beiden Geraden a von allen Strahlen der Congruenz geschnitten 
und heissen die Directricen derselben. Das Product ihrer Gleichungen ist, 
wenn die © laufende Liniencoordinaten bedeuten: = 0, wo 


N) 0% 9 0, ©)| 
I=|\(y 2) yYy) M,©)|= 4-(G,8)J, 
(6, x) (.9) 0 
wenn man selzt: 
(R ı) 9), G)| I a Kr Ba Ya Ir a: Ba Bar Pa a 
4=| 9,9) 9) (9, ©): % Y 9; y Nr, 
(&. Y) (SLR &, (S, (5, _— G, 4 ($- ® (55, (5, 5, | 
„_ 0 ( y)l _ |Fı Mr FaPals nilg, Y5 Ko Kı Ya Ra, 
(9r)(99)| IM 92Y3YıYs 9.1949: NET FE FE 


Die Formen 4 und d, folglich auch 4’, sind Combinanten der Gruppe 
‚Y--uy; wenn man in ihnen r. 9 durch Ar+uy, Axr-+u'y ersetzt, so verän- 
dern sie sich nur um den Factor (Au’— ui)”. 


27. Insofern die & Liniencoordinaten sind, repräsentirt auch die Glei- 


chung 4=0 das Product der Gleichungen der beiden Direetricen. Aber die 


*) Vor dem Druck dieses Aufsatzes ist eine Abhandlung Klein (Math. 
\nn. Bd. V. Heft II.) erschienen, welche (S. 282— 285) mehrere & 7u.12 ne um 
Betrachtungen bereits enthält. 
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oben gegebene Gleichung 

4' = 41-(8, 6)0 = 0 
hat die Eigenschaft, dass sie unbedingt reducibel ist, auch dann. wenn man 
die & als Complexeoordinaten auffasst. Im letzteren Sinne sagt sie aus, dass 
der Complex & eine der beiden Directricen enthält. — In demselben Sinne 
aufgefasst, bedeutet 4=0, dass es in der dreigliedrigen Gruppe Ax+uy-+r6G 
einen Complex giebt, welcher zugleich mit x. 9, ©, also allgemein mil 
Wx-+-uy-+r® in Involulion liegt. Dieser Complex ist selbsiverständlich ein 
specieller. 

Uebrigens ist weder 7 noch 4’ in der Normalform, als Formen in $ Ä 
betrachtet. Der .4-Process, auf die zweite angewendet, giebt —2d, da er 
bei den Grössen (1, ©)(y, ©). (x, &)‘, (9, 6)’ zu den Werthen (1.9), (dr. 
(9, 9) führt. Die Normalform ist also: 4—2(&,&)d. (Vgl. Art. 7 extr.) 

28. Die Grösse d ist die Diseriminante der Gleichung L=0. Ver- 
schwindet d, so fallen die Directricen der Congruenz in eine Gerade zu- 
sammen. Die beiden Formen 4, 7’ sind dann mit einander und der Normal- 
form identisch und stellen, gleich Null gesetzt, das Quadrat der Gleichung der 
Directrix dar. 

Ist Z identisch Null, d. h. zu gleicher Zeit 


(19) &D=09, &Y)=0, Yy)=0, 


so sind alle Complexe Zx-+- up specielle Complexe; sie bilden ein Strahlen- 
- 2 s ur r I 
büschel in einer Ebene x mit einem Mittelpunkte £, so dass man x, = (ua), 
. '. 7 . Ss 
9. (ab),,,; selzen kann, wo a und 5b zwei durch 5 gehende Ebenen sind. 
Die Berechnung von x und S ist in $. 5 erörtert worden. — Die Congruenz 
Yu . . . . ” « V 
zerfällt jetzt in zwei Strahlensysteme; das eine umfasst die Geraden der . 
. . € m ’ y kar.ä . J 
Ebene «a, das andere die Strahlen des Bündels 5. Um die Zerlegbarkeit des R 
Systemes der die Congruenz repräsenlirenden Gleichungen N 
oder 1 
>&,(ua),=0,. Z&,(ub),=0, (©, 6) = 0 
Re, ' F 
zur Anschauung zu bringen, bedient man sich der Identität (16.): 
T 
>G;(be),. Z&,(lua), + >2G;(ca),. Z&,(ub),+>2®;,(ab),. Z6,(ue), = 1(&, ©) (wabe'. j 
o 


nach weicher aus jenen drei Gleichungen die reducible Gleichung 

=6;,(ab),. 2 &,(uc), = 0 ei 
folgt. Auf die Zerlegbarkeit des Systems (20.) werden wir bei einer späteren — 
Gelegenheit (Art. 51) zurückkommen. 





1a See Be 
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29. Fasst man die & als Complexcoordinaten auf, so repräsentiren 


die Gleichungen 


die dreifache Mannigfaltigkeit der mit den Complexen ir-+usy in Involution 
gelegenen linearen Complexe. Diese letzteren bilden eine ..viereliedrige 
Gruppe“, d. h. sie lassen sich durch drei Parameter (p:q:r:s) in der Form 
21.) pX+g9+r3+5sB 
darstellen. Die zweigliedrige Gruppe Ar+.ry und die viergliedrige Gruppe 
pX+gV)+r3+s®B sind als reciproke Gebilde zu betrachten: jeder Complex 
aus der einen liegt in Involution mit jedem aus der anderen. — Nach Art. 2 
darf man die 15 Determinanten zweiten Grades aus dem Systeme 
Dre Fun Sun Yun ver 
y. Y2 93 Yı 95 9 
durch die adjungirten Determinanten vierten Grades aus dem Systeme 
ii E? 
YAM d 
3 3 I 3 8 


g, B, I B, %, VB, 


I 


nz 


w“ 


ersetzen. Diese 15 Grössen. zwischen denen 6 Beziehungen stattfinden, 
kann man als .„.homogene Coordinaten der Congruenz‘* auffassen. in der- 
selben Weise, wie die Liniencoordinalen aus Punkten und Ebenen gebildet sind *). 
Unter der Gruppe (21.) befindet sich eine doppelte Mannigfaltigkeit 
von Geraden, die Geraden der Congruenz, bestimmt durch die Bedingung 
V=0, wo }0 die Invariante des Complexes yR+g)-+r3+sB bedeutet: 
= PK AN)+ 
Dadurch wird das Strahlensystem auf eine Fläche zweiten Grades 0—=0 
(indem pgrs Punktcoordinaten vorstellen) eindeutig bezogen. Jedem Punkte 
der Fläche entspricht ein Strahl des Systemes, einem ebenen Schnitt der 
Fläche ein in dem Strahlensystem enthaltenes Hyperboloid: dem Schnitt einer 
Tangentialebene entsprechen zwei Strahlenbüschel, den beiden Arten der 
geradlinigen Erzeugung die Direetricen der Congruenz. (Vgl. den folg. Art.) 
30. Die Complexe der Gruppe (21.) baben zwei gerade Linien mit 
einander gemein, die Directricen der Congraenz ix-+us. Um das Product 





‚ *) S. Clebsch, Gött. gel. Anz. 1869 S. 1575 und neuerdings in der Abhandlung: 
Ueber eine Fundamentalaufgabe der Invariantentheorie, Gött. Abh. Bd. XVIL 1872. 
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ihrer Gleichungen (49’=0) durch die Grössen &, 9, 3. ® auszudrücken, be- 
zeichnen wir zur Abkürzung den Coefficienten von r, in der Determinante 


=+r,&%; Y, Is VB, 


mit &,;;, und erhalten mit Anwendung des Satzes in Art. 2: 











’ 
(9, x)(y, 9) 9 Y2 93 9a 95 96 || NE Rod Ka Ra] 
&,x) (8,9)! 6, &, 6, ©, &, Sl 9: 96 Yı Ya 95 =296EI.IB= (NG), 

ebenso: | 

Kae 3207 (6), |‘ (Sr) ( u |=@, o), 
(©. ı) (8, y) (8, x) (&, 9) d 
folglich: 
6) (0) (9. y)| _(g, (8, x) (8, ii \ (1 ©) ( ©) _($, 6, . 
Ne (6,2) (Sy)! (9. ©) ( N) j 
LAEEREER GIER Fzzer 22 (&&% & 9) (& 3) (& VB) (X, ©) [ 
|Yı .-- 9! | Yu... 9) ID IM) II IB (9, ©) 

d. i. Pr ER 36 | I. Rn N =D IN) HI IB 3 S)|. h 
B...%| 8... 3 IL (DB, N) m. I) BB) (VB, ©) 
&....6,||6....6,| (6,8% (8,9) (8, 3) (6,B) (6, 6)| v 

In der That ist nach Art. 25 das Verschwinden dieses EEE die Be- N 

dingung dafür, dass der Complex © mit den Complexen %, 9, 3, ® eine 

Gerade gemein hat. — Dagegen bedeutet das Verschwinden des Ausdruckes 

8,92 = 3) & PD (&, ©)| 
O0. 3) . DRSN 
= 3,9 ENEIHBD (9), 
(8, MD BY) BJ BP (B, 5) 
(6% (6,9) (6,3) (6,9) 0 i 


dass die Regelschaar, welche der Complex & mit den Strahlen der Con- | h 
gruenz gemein hat, in zwei ebene Strahlbüschel zerfällt. 
Der hierbei benutzte Werth von d ist 

















ul EDEN EHI ERD 'B 
FR Yı--- Dell dr--- Ds __ 9 MM MI MB | 

Io, Je... 3%) ZN 33 Bl | 

BB HEN (8,3) (8,8) = 

F 


also gleich der negativen Determinante der Form Q. Wenn sie Null wird, 





Be SET ES RETEEEEEETEURIBENUIEREREEERENREEN 
ER 
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so haben die Complexe &, 2). 3, 3 eine doppelte Gerade gemein *); das 
Quadrat ihrer Gleichung ist = 0 oder 4=0. — Verschwinden auch die 
sämmtlichen Unterdeterminanten dritten Grades im vorstehenden Systeme (d). 





. ” ' . D . y 
so zerfällt die Form Q in zwei lineare Factoren. mithin auch das Strahlen- 
system in der in Art. 2S erörtertlen Weise. 


S\ 


Die dreigliedrige Complexgruppe. 
31. Die Geraden. welche gleichzeitig drei linearen Complexen x. 9, 
; und somit jedem aus der .„dreigliedrigen Gruppe“ 
+ uy-+rV3 
angehören. bilden eine Regelfläche. Durch einen beliebigen Punkt s des 
Raumes geht keine Gerade der Schaar: seine Polaren in Bezug auf die Com- 
plexe der Gruppe, also die Ebenen 
.,EnS)+uEly, S)+rE(,s). 
haben nur den Punkt S gemein. In der That ist die Determinante 
=+u &E;(r5) E,(y5) E,(S). 
welche die Gleichung des Schnittpunktes liefert, durch «; theilbar. Schreibt 
man nämlich », S für a, « und 
I:m,—m:l; für , km—m:l;, für m, (=1,2,3,4 
in (9.),. so kommt: 
1a, I:m —m:l, Im — ml, Im —mil, | m, I:m, —m.:I, I: m, — m: 1, 


l:m; — m.l, I:m, —m.|, Im, — m.l, | m, I:m, — mel, I: m, — m. |, 


I, 
/ 

I:m; — mel, I:m, —m.l; I:m, —m:l;, "'L m, I:m, — m:l, l:m, —m: 1, 
I, 





u, I:m,— m:l, I:m,—m:l, I:m, —m: I, I:m, —m:l, I:m, — m: I, 


oder, wenn man die Unterdeterminanten aus /, m: UT, m’: U, m" als sym- 
bolische Werthe der Grössen x. ». 3 auffasst: 


=+uE; aS)E,(yS)E,GzS) man u: Zr, (Eiys). 4 FE: (35), 
Der Factor von u; wechselt nur das Zeichen. wenn zwei von den 


Complexen x. y, 3 mit einander vertauscht werden. Er verschwindet. wenn 3 die 


*) Sind X, 2), 3, ® gerade Linien, so fallen für d = 0 die beiden sie schneidenden 
Geraden in eine einzige zusammen, und jede der vier Geraden berührt das von den 
drei andern erzeugte "Hy perboloid. In diesem Sinne giebt Cayley (Art. 53. 41.) die 


Bedingung d = 0. 


1” 
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dem Punkte & in Bezug auf die Gruppe Ar+uy entsprechende Gerade (Art. 26) 
enthält. d. h. wenn die Polaren von 5 in Bezug auf die Gruppe Ax+uy+r; 
eine Gerade gemein haben. Setzt man daher die in £ quadratische Form *) 

 — 

E =y, ‚(EiyS), EGS)) = FO) = Za.äu, 
also 

u:.F(5) = 2F+u&, (v5) E,(yS)E,(H£). 
so repräsentirt die Gleichung F(S)=0 in Punktcoordinaten diejenige Regel- 
fläche, welche als das Erzeugniss der drei gegebenen Complexe zu betrachten 
ist. also im Allgemeinen ein Hyperboloid mit einer Mantelfläche. 

32. Die Funetion F(s) soll zunächst in mehreren Formen dargestellt 

und insbesondere auch in Bezug auf 5 geordnet werden. Zu diesem Zwecke 
führen wir statt der Ebene « drei ihrer Punkte «, 9, y so ein, dass identisch 


IEı(rS) E; ( nn a en AAO 5)|| 0, 02 03 0, 




















PISARTIEEPI IT IEEPITILT IE Yı-..X6 | 1 (S);... ($), 
AT. N WIEN! Sy (E& 2/2 (ER ni = 677 
(22.) 4sep7).FÜS) = SUSP)I3 FH lSPIırs Zul Pass | = I9ı 96) Ma (SP)z- 

| yo. Ba En ) e- % Enys 4 | fen e 

Darcyar 4329| 8/ nr 3 Zu (87 Ian +3 Jı 6 | (SY)- \sY) 3 





Eine weitere Umgestaltung erfolgt durch Anwendung des Satzes in 
Art. 2. Da nämlich 
igo),(de),.,,=09 Zieh lih)s > ete.. 


so ergiebt sich: 





(sa), (sa) (Sa) (sa), (Sa), (Sa), 

PD Er EEE EA (EPs (EP) 
23) 4apy).rg = m Mr N EN ne Ener. 

£, % X; 7 Y- Ko | 

Yı y Y; Y4 y; % 

Jı } 53 J4 35 36 


Ein Factor tritt nicht hinzu, da in (22.) und (23.) I+x,9;3; in dieselbe 
Grösse multiplieirt ist. 


*) Diesen Ausdruck hat auf andere Weise Herr Gordan aufgestellt: Zeitschr. f. 
Math. u. Ph. Bd. XIO. S. 63. 



















Ir: 





u 


fe) 
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33. Der überflüssige Factor (Seßy) wird beseitigt, wenn man stalt 
177 8”; 
des Punktes 5 drei Ebenen a, b, c, welche resp. durch die Punkte S, , y: 
&y, a; S, «, P gehen, so einführt, dass identisch 
ec: = (vabe). 
Man hat dann, wenn 4 ein gewisser Factor ist, für beliebige 7: 


7 EEE Er AP \ 7 a 2 Ar in . Ce ’J \ 
La, = (SnPy), Ab,= (Sany), Ace, = (Sapn), 


Ar \ 


(be); = (Say) (Er)y;s, % (ca) = (Faßy) (EPs, 4 (ab), = (Saßy) (£Y)43; 
y 3 “ » — (19 » I, 2 73 _—— d ee (Da 5 
»(vabe) = v:(Soßy), % = (saßy), 


und mithin wird: 


Fe 3 (be), ...(be)s | 

u " | | | 

(24.) 2 F(6) = = + (de),(ca), (ab)orı 9536 = | 9ı---% (ca)... (Ca); 
12,...3.!|(ab).... (ab); 
dl J 1 





Unter den Determinanten I+ (be), (ca), (ab); sind drei Arten zu unter- 

scheiden. Bedient man sich nämlich der Bezeichnungen des Art. 1, so ist 
= + (be), (ca), (ab), = + (be).(ca),(ab)ı = 0. 

= + (bec),(ca),(ab), = Z+ (be), (ca)„(ab)z, = EZtab;e,. 2 + ab;,c, = fi, 

= +(be),(ca),(ab), = — + (be),(ca),(ab), = + (be) .,(ca) (ab). 

— - F+ab.6. + abc, = 5354; 
und danach sind die Werthe aller 20 derartigen Determinanten leicht anzu- 
geben. Auf Grund dieser Werthe schreibt man sodann die Coefficienten der 
Form F(5) hin: *) 

wmerztnyin yeEtnmz) + Et) US. W. 

34. Zu gleichen Betrachtungen führt die Frage nach der Enveloppe 
derjenigen Ebenen, deren Pole in Bezug auf die Complexe A+uy-+r3 in 
einer Geraden liegen. Man erhält so die Gleichung der durch die Gruppe 
erzeugten Regelfläche in Ebenencoordinaten: (u) = 0, wenn 


221, (I ya), IIzu))2;; = Pu) = Fe, wu; 
hs 
und diesmal ist 
(23.) iu:.blu) = FrS, TI; (vu) I, (ya) I, (zu). 


Die Form F geht in $& über, wenn man die Indices der x, y, ; durch 





*) Diese Werthe der Coefficienten findet man bei Cayley Art. 54 ohne directe 
Herleitung, jedoch mit nachträglicher Verifieation; vgl. auch Math. Ann. Bd. IV. S. 559. 
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die adjungirten und S durch a ersetzt. Vertauscht man zwei von den Complexen 
x, 9, 3 mit einander, so wechselt & nur das Zeichen. 

Aus den bekannten Eigenschaften der Regelflächen geht hervor, dass 
die Gleichungen F=0, $=0 die Darstellungen einer und derselben Fläche 
in Punkt- und Ebenencoordinaten sein müssen. Später wird der Factor er- 
mittelt werden, durch welchen die reciproke Polare von F sich von $ unter- 
scheidet, und umgekehrt. 

Die verschiedenen Formen von & ergeben sich ohne Weiteres aus 
den für F aufgestellten, und zwar hat man mit Beibehaltung der Bezeichnun- 
gen, wonach identisch (in Bezug auf » und 7) e:=(vabe), u,= (naßy) ist: 


g 
IT, (wa) I,lxu) TI,u) II,u)|\a, a a, a, 
I(uabe).D(u) : Ulla MN ,(yu) TI;(yu) II,(yu)|\b, bb, b,| 
a, (zu) A,(zu) II,(zu) I1,(zu) 6 e&, 6 & 













Xı:+.X6 | | (8a), .- - (u), | 

















Yır-.96| | (ub)ı... (ab « — — I + (ua), (ub),(uc)s Ka 95}. 
Bir. +36 | | (uc)ı... (uc)e | 
IX. Ks| | (PAY): -»(PY); 
ı$(a) = —-F+(Py)ı (yo); (aP)zX49; 3 Yı-.-95| I (ya: (YO); 
' 
| d1 +36 | (aP)y... (ap); | 





Die Coeffieienten bekommen die Werthe: 
nH=rZrrNnn mt) t Fr) US. W. 

Es mag auch bemerkt werden, dass zwischen den a und den «& zwöll 

Relationen bestehen: 

Ant = tn NH Aa = tm; US. W. 
Von den 20 Determinanten dritten Grades aus den Coordinaten x, 9, 5 Sind 
also 12 als halbe Summen und halbe Differenzen von Coefficienten der Formen 
FiS) und (u) ausdrückbar, während die acht anderen selbst halbe Coefli- 
cienten sind. 

Die Formen F und $ sind Combinanten der Gruppe ru +v3; 
setzt man in ihnen x, 9, 3 durch Ax-+ uy-+rz3, Aytuytrz, Mrtu'ytr'; 
so ändern sich F und & bloss um den Factor F+4uv". 

39. Mit der dreigliedrigen Gruppe Ax+uy+rz steht eine zweite in 
Reeiprocität, nämlich die Gruppe der Complexe, welche mit x, 9, 3 in Invo- 
lution liegen. Man kann sie durch zwei Parameter (p:g:r) darstellen in 








der 


durch 


ersetz 


sein $ 
fährt, 


verlaı 
Ausdır 
tausch 
von 


Grupp 


keit v 
M=( 


Diese 
Iindet 
(rerad 


Diese 


daher 
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« 


der Form 
PR+qI)+rS- 
Nach Art. 2 kann man die 20 Determinanten dritten Grades aus dem 
Systeme 
Iı I I; I Ns I 


| 
Ä | 
(26.) Yı 92 93 9ı 95 W% 





dbı d2 83 d4 ds do 

lurch die adjungirten Determinanten dritten Grades aus dem Svsteme 
DH % 
7) HAAN) 


) » > ) ) 
Jt 35 a6 AL aI2 a)3 





rsetzen und dabei die Bestimmung treffen, dass 

Stu = FIN 
ein soll. Dann ergiebt sich sofort, dass die Form F keine Aenderung er- 
ährt, wenn man in ihr 

93; mt %,% 3 
verlauscht; denn bei dieser Vertauschung gehen die beiden in (24.) gegebenen 
Ausdrücke von F in einander über. Dagegen wechselt bei derselben Ver- 
auschung P(w) nur sein Zeichen. Die Fläche F=0 oder P=0 wird also 
‚on der Gruppe pX+-gq%)-+r3 in derselben Weise erzeugt, wie von der 
sruppe Ax-+uy-+r3. 

Unter der Gruppe Ax+uy-+-»3 befindet sich eine einfache Mannigfaltig- 

ieit von Geraden. bestimmt durch die Bedingung zwischen den Paramelern: 
I—=0, wo 


M = (ik+uy+rvz,Ar-+uy4+r;3) 
= ur) +uW(y,y)tr(2»3)+2ur(y, 3) +27 (2, X) +2Aulr, y). 
Jiese Geraden gehören den Complexen %, 9. 3) zugleich an. Ebenso be- 
indet sich unter der Gruppe pX-+q2)+rJ eine einfache Mannigfaltigkeit von 
seraden, bestimmt durch die Bedingung: P=0, wo 
P= (pk+qY+r3.p&+qY4r9) 
ZEPREDII NE DTEN DH2rP (I ÜH2PI KR, I). 


)iese Geraden gehören den Complexen x, 9, 3 zugleich an und schneiden 


aher sämmtliche Geraden der vorigen Schaar. Wir können in Bezug auf 





Be we ar u 


Fa 


a 
E23 


EEE 


5 


run; ar 


2 
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die Fläche F=0 die Complexe x, y. 3 erzeugende Complexe nennen, ebenso 
die Complexe %&, 9, 3. In der Folge sollen die Erzeugungen durch _ die 
Gruppen Ax+uy-+rv; und pk+q9)-+r3 (resp. die darunter befindlichen Regel- 
schaaren) als die „erste“ und „.zweite‘“ unterschieden werden. — Die ge- 
raden Erzeugenden der ersten Schaar sind auf die Punkte der Linie zweiten 
Grades M=0 (wenn man 4, u, v als Punkteoordinaten aulfasst) eindeutig 
bezogen; jedem Punkte der Curve entspricht eine Erzeugende, und umge- 
kehrt. In gleicher Weise sind die Erzeugenden der zweiten Schaar auf die 
Punkte der Linie P=0 eindeulig bezogen. 


5. 9. 
Der Zusammenhang zwischen den Formen F und ®. 

36. Bevor wir den algebraischen Nachweis der Reeciproeität zwischen 
den Formen F(S) und (a) (vgl. Art. 34) führen, soll gezeigt werden, wie 
dieselben durch gewisse lineare Transformationen in einander übergehen. 

Durch einen beliebigen Complex v der ersten Erzeugung, 

v= Atuy-+rz 
wird eine lineare Transformation des Raumes vermittelt, bei welcher jedem 
Punkte S eine durch ihn gehende Ebene entspricht (Art. 22), und zwar laute! 
die Substitution: 
ver Gi 


Indem wir diese Substitution auf F(S5) anwenden, benutzen wir den Aus- 





druck (22.), schreiben jedoch darin &%, 9), 3 für x. 9. 3 (Art. 35). Da nach 
Formel (8.): 


J 


ER, (Sc), = —- ZEE, (Ka) = — II, (vu) E, (Ko) = & II, (Xu) E,(vo) 


Jk-+3 
wegen (0,X) = 0, u. s. w., so erhält man: 


ZI &uE,;(ve) ZU Yu)E, (vo) ITI(Zu)E, (vo) 

SIT(Xw)E,(0ß) ZZ Yw)E,wPp) ZH (ZWE,;(vP) 

ZI (&u)E, (vy) ZA YJu)E,(vy) FI (ZWE,(vy) 

IT, (Xu) I1,(Xu) I1,(Xu) I1,(&u)||E,(ve) E,(ve) E,(ve) E,(ve) 

” 1) IT,(2u) IT, Yu) 11,90) || EP) E,(#P) E;(vP) EP) 
IT (Zu) IT,(gu) II,(Zu) TI,(Ju) 'E, (v7) E:(vy) E,(wy) Kı(wy)| 


— 1 F(IKou)). 2 +0,93; 11,0) 





J 


= —IP(u).F+wE,(ve)E,(vP)E,(vy) = —3Plu).1(,9).2+0,P,7 T,(vu 
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(vgl. (12.)); d. h.: durch die Substitution 

(28) S=ll(ıa+uy+r}, u) = AlI(gu) + uTI(yu)-+v II (zu) 
verwandelt sich 

F(S) in IM.$(u). 
Daraus folgt zugleich, dass durch die Substilulionen 
= II(pX+gY)+r},W), w=Elk+uy+r,$, uw=E(pX+g)-+r},$) 
übergeführt werden resp. 
Fi) in —4WP.P(u.,. Plu) in IM.Fiö, Pi) in —!P.F(S); 
wovon die geometrische Bedeutung nahe liegt. 

37. Wir sind jetzt im Stande, die Determinanten der Formen F(S), P (x) 
zu vergleichen. Nennt man dieselben D, D', so ist (441 )' D' die Determinante 
der Form 4M.P(a) in vw. Die Determinante der Substitution (28.),. durch 
welche F($) in 3M. (u) übergeht, ist gleich 47° (Art. 22). Da nun die De- 
terminante von 4M. Pia) gleich dem Producte der Determinante von F($) in 
das Quadrat der Substitutionsdeterminante ist, so kommt: 

(1MYD' = D.(1M°Y. 

Die Determinanten der Formen F(S) und &(«) haben also den gleichen 
Werth D. 

38. Die reciproke Polare der Fläche Fi5)=0 hat die Gleichung 
D'(u)=0, wenn man die adjungirte Form von F(s) 

Gı An As A U 
Gı Ga Os Ga Ur 


4; Ga Gy; 0: | = Do) 





dy;ı U, dj; Ur U, | 





ı % % % OÖ 


setzt. Wir geben derselben eine andere Gestalt (zu welcher eine geome- 
trische Betrachtung unmittelbar führt), indem wir wieder statt der Ebene « 
drei ihrer Punkte «, 5, 7 so einführen, dass identisch : = (Se/?y). Dann wird: 








la. Ad, As As U, lo, ©; 0, 0,0) 20,0 Za,0, 2a, 0, Sa, | 

DW) Ay Aa O3 Au %||Pı Pr Pr Pr 0 e Za,ß; Za,P; Za,ß;, Za,ß,: 
4; Ay Ay Ay %\|Yı Ya 53 74 O a, ZayY: ZU, ZU, 
Ay Ap Ay aa a) OO OA | m u» An; u, 














wo von öi=1 bis i=4 zu summiren ist, und sodann: 
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< >” 1 3 
=a,0, 2a,0; Za,, 0, Za,0, 0, 2 0; | |=a,0,0, Sa, c,P, Za,0;y; 
| 
N/ \ m Me) * / m 1 /) () f — 
—P (u)=|3a,P; Za,ß; Faß; Zauß; iPı Pr Ps Pal |Fa,.P;e,; Zauß;Pr ZSa,ß,y K' 


| 
u y 
Za,Y i 24,7: 20, Y; za,yi yı 7? 737 74 447% 24,7, —(d4Yiy% 














wo auch von k=1 bis k=4 zu summiren ist, d. h.: —&'(w) ist die Deter- 
minante der Form 
F(iio-+uß+vy) = Za,(ka,+ up, + v7) Aaı+ ußı+vY.); 
wenn man die letztere als quadratische Form in A, u, v auffasst. 
Wählt man nun für «, P, y die besonderen Werthe 


«= II(w), P=lliye), y=II(;e) 
und setzt 

S=4a+ uß+ry= I(k+uy+rVvy ev), 
so wird nach Art. 36 

F(ka+uß+vy) = 4M.P(e) 
und da 4, «, vr in $&(v) nicht vorkommen, sondern nur in M, so hat die De- 
terminante der Form FiA@+ uß+rvy) den Werth: 
(I$(v)).d 


wo 4 die Determinante der Form HM bedeutet, also: 


h 




















MX) 9) (X, 3) Kır+-Ko| Na. I 
A= |\(yr) (9) (3 )!=!Yı-..96ll9-.-9 
(Hr) (9) (55) dur» dolldar«- 33 


Man erhält demnach für die obigen Werthe von «, , y: 
—p (u) = (A B(v)).A. 
Die « sind den © proportional, und zwar ist nach (25.): 


u: = (Saßy)=4er:.P(o), d.h ,=40.P(e), 


folglich 
P (u)= (Po). Pe), Ple)=—-II.Ple), 
oder 
P (u) = —1I.$ (u). 


Die Form (u) ist also in der That gleich der adjungirten Form von 
F(5), dividirt durch die Grösse —44. Ebenso ist die Form F(£) gleich der 
adjungirten Form von (u), dividirt durch —44, da der Werth von 4 sich 


nicht ändert, wenn man darin alle Indices durch die adjungirten ersetzt. 
39. Dass die Determinanten D, D’ der Formen F($5), P(u) einander 
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gleich sind, ist bereits in Art. 37 bewiesen und könnte auch aus der letzten 
Bemerkung hergeleitet werden. Zur Berechnung ihres Werthes mag der 
Umstand dienen, dass die Determinante der Form &'(w) gleich D’ sein muss. 
Dies giebt: 
D’=(430.D'=(49)'D, d.h: D’= (14). 
Daraus findet man D bis auf das Zeichen. Da aber die Determinante D 
einen positiven Werth hat, wenn die Generatricen des Hyperboloids F=0 
reell sind, so sind die Determinanten 
B=D=1f. 
Die Grösse .4 ist eine Combinante der Gruppe Axr+-uy-+rz. In der- 











selben Beziehung zur reciproken Gruppe pX+qg9)-+r} steht —4F. Denn 
man hat (Art. 35): 
Eu ...& Ku. K| (&,%) (& 9) (&, 3) 
4 = EIN 39 = de De =D LM 9,3) 
3 33. IH (EM (33 











Die Determinante S wechselt also das Zeichen, wenn man x, 9, 3 mit X, ), 
3, verlauscht. 

Hier mag noch eine Identität angegeben werden, welche die Beziehung 
zwischen den Formen F und & ebenfalls darstellt. Es ist: 


aus S 0, HF u 4,5 ey + FL azy$,. 20% 42045. 0,u = 44.u:. 
Kk I \ » K h I 


Denn wenn man die «,, mit 47 multiplicirt, so werden sie den adjungirten 
Elementen des Systems der a,, gleich, während 19.14 = I+a,4»4,4,, ist. 
40. Analog zu der Bemerkung, welche in Art. 29 in Bezug auf die 
lineare Congruenz gemacht ist, kann man die 20 Determinanten dritten Grades 
aus dem Systeme (26.) oder (27.) als die „homogenen Coordinaten“ der Ge- 
bilde betrachten, welche durch drei Complexe x, 9. 3 oder X, Y. 5 bestimmt 
werden. Die Verhältnisse dieser 20 Grössen sind mit nur 9 unabhängigen 
Grössen äquivalent; es bestehen also 10 Beziehungen zwischen ihnen. 

Die 20 Coefficienten der Formen F(S) und (u) sind lineare Ver- 
bindungen jener 20 Determinanten (Art. 33. 34). Aus den 10 Coeffieienten 
der Form F(5) kann man D und &'(a) und durch Division mit 

—14 = —yD 


die 10 Coefficienten der Form & (x) berechnen. Dieser Zusammenhang zwischen 


den 20 Coeffieienten ist eine Darstellung für die 10 Relationen zwischen jenen 
20 Determinanten. 


9” 
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S 10. 
Die Complexgleiechung der Fläche zweiten Grades. 

41. Vier lineare Complexe haben zwei gerade Linien mit einander 
gemein, und es ist in Art. 30 das Product der Gleichungen der beiden Ge- 
raden aufgestellt worden. An derselben Stelle ist die Bedingung angegeben, 
unter welcher die Letzteren in eine einzige Gerade zusammenfallen. 

Danach verschwindet der Ausdruck 
BOUEE DT 
(3 x) (3 I) ( n: (3 6) 
ET 


wenn diejenigen beiden Erzeugenden der ersten Schaar, welche auf dem 


K’ — 








Complexe © liegen, in eine einzige zusammenfallen. Dieselbe Forderung 
kann man aber auch dahin ausdrücken, dass die Gleichungen 

H=0, 30% 6)+ u, 6)+r(, 6)=0 
zwei gleiche Werthsysteme 4, wv, v ergeben sollen, was unmittelbar zu der 
Gleichung 
ED EN) id) ©) 
Hr) 9) 3) (©) 
GN N) a ©) 
(G,x) (8,9) (8,5) 0 


führt. Beide Gleichungen lassen sich leicht auf einander zurückführen. Nennt 








man nämlich ®,...&;,. 6, ...&, zwei derarlige Reihen von Grössen, dass 

für alle Werthe von x, 9 (Art. 2): 

5 if } 

U ... LI; | | 3 ... 
I) 


(KYZGry) = | 
Yı---d% 


so wird: 
56 96) (3, ©) 


) ? . ie: N ! ZE ’ \ \ 
K=ln 2 = — (XYZ6C6") = |1,6) (©) (©) 
* a2 N: A (X ,&") (9, &") (3, &") 























S....11&;... 
Nun ist: 
Hr) (9) Di 
S) (©)! 
R 3" or IM Es 14 
er reale (Gr) (8, 9y) (G, 3)| 





u. s. w., mithin: 
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Hr) 9) 3) (©) 
»D) 9) 
(Gr) (©, 9) (8,5) 0 


Sollen die beiden Erzeugenden der zweiten Schaar, welche dem 


u) 9) 3) ©) 
KM = 
| 





Complexe Ö angehören, mit einander zusammenfallen, so muss man den folgenden 
Ausdruck gleich Null setzen 
2) 9) 2) RE) IE KEY) (I) K 6)| 
Bi :) (9) 3) 8) ID AMM III G) 
| LEN (6 
3) O0 I 





K"= K'+(6,6).4 


[ ©. 2) (8,9) (3) (O8) KK) (EG, Y) (6, 


Die Forderungen, dass ein Complex © zwei gleiche Generatricen der 





einen oder der andern Schaar enthalten soll, laufen also nur dann *) auf eine 
einzige hinaus, wenn 6 eine Gerade ist; in diesem Falle ist sie Tangente 
des Hyperboloides. Es ist demnach 

K'=0 ode K'’=0 


die Complexgleichung des Hyperboloides, d. h. die Gleichung des Complexes, 
dessen Geraden die Fläche berühren. **) 
42. Bekanntlich ist K=0 die Bedingung, unter welcher die Durch- 
schnittslinie & zweier Ebenen «, e die Fläche F=0 berührt, wenn 
a da Ad; As U, P, 
Gy An Ga Aa Wr 


d;,; An Ad; Ay U; ©; 


d;, U, d;; U, U; Lu 
u &ı % u 0 O 


6 . u... 908 


und es entsteht also die Aufgabe. den Zusammenhang zwischen K, K’ und 





IK” nachzuweisen. 

Ördnet man K nach den Unterdeterminanten, welche aus den beiden 
letzten Zeilen, ebenso aus den beiden letzten Colonnen gebildet werden können, 
und schreibt G,,, für (w»);, so nimmt K die Form 


*) Eine Ausnahme bildet der Fall 4 = 0, welcher später ($ 12) zur besonderen 
Erörterung gelangt. 


u Vel. Klein, Math. Ann. Bd. I. S. 209 und die bei Art. 26 eitirte Abhandlung. 
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K= 2c,6,,6,.; ii 


an; und zwar ist, wenn im Sinne von Art. 1 die Indicespaare ik, i,k, mit 
den Indices r, s äquivalent sind: 
j K A, | 
(30.) et = — fr 
la;;, Ur, 
Zu demselben Resultate gelangt man, wenn man 
| 





Cı %&a &; O4 Sı MM 

Oz, Op Ay u 52 M 

K 9a O2 Oz; O4 S3 N3 
= | er: 
Oyı Op O3 O4 S5ı N 
ra Aut 








setzt und &, für (&7); schreibt. In der That ist, wenn die Indicespaare 
ik, ink, den Paaren ik, ik, adjungirt sind, auch 


4 
‘ 


z | 0, ? Kar 
(31.) C,, = ‚= ri 5. 
| 2 Oper | 





Die Uebereinstimmung der Werthe (30.) und (31.) folgt aus den bekannten 
Sätzen über Unterdeterminanten unter Beachtung des Werthes der Determi- 
nante ZZ ta ,d2034 4, =4l°. 


43. Die Coelfficienten e,, sind selbstverständlich nicht von einander 


unabhängig. Zunächst findet eine lineare Beziehung statt: 


as + a “ 


= 0, d. 1. Cı4 + C3; + Cz; 0. 


| a, Om; 
BR 
31 


Der 4-Process, er K als Function der & angewandt, giebt also Null: die 
Form K ist in der Normalform in Bezug auf ©. 
Ausserdem bestehen 21 identische Relationen zweiten Grades. Da namlich 


dı I: Az Ay| 


q 


| 
I 
| 
| 


Ad; An Az Ay 





Ad, (A, da UFER 


hat man für r=1, 2, ... 6: 


s=6 
a) dogs 1 s ? 
= C,,C, +3,43 04 4 E 


6) 








“ a 
vr, ae 








at 
. 64 LT ba 
ee 
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Dagegen ist für r=1...6, e=1...6 und r >o: 


S > 
Z 0,6,43,,43 =. 
a 


Beide Systeme von Gleichungen kann man in die eine: 
rd 
(32.) z RR, = +I°(6, 6) 
r 


zusammenfassen, wo 


oK . 
a er. u wer. \ 
a) Bet 3, z „©, 


Die Grösse (8, $) verschwindet hiernach zugleich mit (&, 6). d.h. 
die Linien des Complexes K=0 sind sämmtlich singulär. Es ist dies bekannt- 
lich die charakteristische Eigenschaft aller Tangentencomplexe von Flächen.*) 

44. Um die Function K unmittelbar durch die Grössen x, y. % aus- 
zudrücken, muss ihr eine andere Form gegeben werden. Führt man statt der 


Ebene v drei ihrer Punkte «, ?, 7 so ein, dass identisch e:= ($«@/y), so kommt: 











| 
Er dr Ay du a vll n 5 0,00] 
ur 
I: Ay An Gy Ay % ©) |Pı Pr Ps Pr 0.0 | 
K= ‚dı An Ay au u 83] |Yı 72 73 7% 00 
© u uwr0U90 0,0000 01 | 
|Za,t; aa 20,0; 20,0; U, in m Be 
| x > < DD A} ih { sl Ak u 
—(1,,/; a, i —(d;,/); —(,,/; Us < , — ) , en 3 | 
| — (|; ER GL; Pe | ik Pi? —(l;; Pi) U >| 
ai | br > Ay ie Ay i. Ar Zu z e x ® l z 
— —(d,, i —(l;, fi 2a,Y; <za,Y l U, — = N x FRE . 
| — (I, Yi% Say Pa —(ı.Yi)% u, 
| U; U; u, 0 | 
| u, U; u, 0 
| ©, d; v, OÖ 





d.h.: Kist die adjungirte Form der in 4, ı, v quadratischen Form Fiie+uß-+vy). 
wenn man 
Werthe 


«> Ua, a, als laufende Coordinaten betrachte. Da nun für die 


@=II(y,w), P=IfKy, w), 

die Form 
2 2 jap‘ ie Y “ 
Flia+uß+vy) = 1AM.P$(w) 


wird, so geht K für diese Werthe von «, ?, y über in: 


/ 


a = 


*) Vgl. Habilitationsschrift $ 9 
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X) 9) iR 3) % 
ar (9%) (9:9) (9 3) Ug 
(4b(w))'- ’ 
Br) (9) (5) % 
U U; u, 0 
Zugleich ist aber 
v:= (seßy)=4w..P(w), d.h ;=4w.Pl(w), 


also 
—ı$b(w).u,=—-Zull,(x, vo) = Zr,(uo), = (x. ©) 
u. s. w. Demnach stimmt K für den Fall, dass die & Linieneoordinaten be- 
deuten, mit AK’ und K” überein, also für beliebige Werthe der 6 mit deren 
Normalform. Nun giebt der J/-Process, an K’ ausgeführt. das Resultat: 
— 34, da er bei den Grössen (x, ®)(y, ©), ... zu (1,9), ... führt: mithin ist 
34.) K=K'+1(6©,6)4, K=K"—1(®,6®)4. 

Die Functionen K, K’, K” sind Combinanten der Gruppen Axtum-+r;, 
pX-+gq2)+r3. Wenn man x, 9, 53 mit X, 9, 3 vertauscht, so gehen AK’, K' 
in einander über, während 4 das Zeichen wechselt (Art. 39). Bei dieser 
Vertauschung bleibt also K ungeändert, was auch daraus folgt, dass die Coel- 
fiecienten e,, sich dabei nicht ändern. 

Da nach den Formeln (34.): 

K'=K-1(&,6)4f, K"=K+1(©, ©)4. 
so sind K’, K” in einer einzigen Form enthalten, in welcher Alles durch die 
Coefficienten von F(£) oder die von P (a) ausgedrückt werden kann. nämlich 
in folgender: 
5c,8,,,8.,;74(©, ©)yYD. 


45. So lange die © als Liniencoordinaten aufgefasst wrsen. haben 
die Gleichungen 
K=-0, K'=0. K’-0 


einerlei Bedeutung, nämlich die Bedingung darzustellen, unter woener ein 
Gerade © das IHyperboloid berührt. Dagegen haben sie versenietene Be- 
deutung, wenn man die 2) als Complexcoordinaten auflass!,. > ° leulung 


von K’ und X” ist in Art. 41 gegeben; in ganz anderer Weis» langt man 
zu der von K. 
Schreibt man in den beiden letzten Zeilen der Determin« nee 


Li 


für a, e und sodann ©,,;, 9,5 für (wv);, (we), (so dass vo Tune 
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serade Linien sind). so hat sie den Werth: 





’ 
c„O,.30..,3 = 42 — 
7,8 „®, 34 3 oo, 


"g, 


+3 


| De 


Bekanntlich sagt aber jetzt jene Determinante, gleich Null gesetzt, aus, dass 
g diejenige Gerade ©’ schneidet, welche der Geraden ® in Bezug auf die 
Fläche zweiten Grades conjugirt ist, also die Polare von &. Demnach ist 


(39.) 5c,®, +3 ds+3 Zi () 


r,s 


die Gleichung der Polare von &, und ihre Coordinaten sind (vgl. 133.)): 
6 


Be, ek, (el...) 


vz 


wo o ein unbestimmter Factor ist. 

Fasst man nun in der Gleichung (35.) die & als Complexcoordinaten 
auf, so drückt sie aus, dass der Complex & die Polare von g enthält, dass 
also g die Polare einer im Complexe & gelegenen Geraden ist. Mithin ist 
(35.) die Gleichung eines linearen Complexes ©, welcher die Polaren der 
im Complexe & gelegenen Geraden umfasst, und dessen Coordinaten sind: 


® G, zu 9 C,; G,,; = R. . 


Wir nennen G, & conjugirte Complexe in Bezug auf das Hyperboloid; ihre 


Beziehung ist eine gegenseitige, wie auch dadurch bestätigt wird, dass nach (32.): 


3,r+4 ‚&, ur 11°.©,. 


< c,,®, + 3 > R; C,, Ü 
r 


0-4 
r.o , 
% 


Die doppelte Invariante des zu © conjugirten Complexes © oder & ist 
(ebenfalls nach (32.)): 
RR) = 4.6, ©) 


und verschwindet also mit der von ©. 
Damit der Complex & mit dem ihm conjugirten in Involution liege, 
ist hiernach die Gleichung 


(R,8)=0, di. K=0 


zu erfüllen. Darin besteht die geometrische Bedeutung der Form A, wenn 
die & beliebige Werthe vorstellen sollen. Sobald diese Grössen Linien- 
coordinaten werden, muss, wenn K=0, die Gerade & ihre Polare schneiden, 
demnach das Hyperboloid berühren. 

Journal für Mathematik Bd. LXXV. Heft 2. 19 
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s. 11. 
Die erzeugenden Complexe. 
46. Bei der Aufgabe, aus den Complexen der einen Erzeugung des 
Hyperboloides die der andern Erzeugung zu berechnen, kommt es darauf an. 
unter Wahrung der Symmetrie möglichst wenig willkürliche Grössen einzu- 





führen. Dies versuchen wir im Anschluss an die Betrachtungen des vorigen 
Paragraphen. 

Nach Art. 41 muss AK” gleich Null werden, wenn die beiden im Complexe 
& gelegenen Generatricen der zweiten Schaar in eine einzige (9) zusammen- 
fallen sollen. Ist diese Bedingung erfüllt, so erhält man bekanntlich die 





Grössen g,; als die Ableitungen der Form K” in Bezug auf die Grössen 
Ö,;:;. Die erhaltenen Werthe müssen aber unbestimmt werden, wenn der 
Complex © selbst der ersten Erzeugung angehört, dann muss also für alle 
Werthe von 9 





36.) 2.9,—— = 0 


werden. Umgekehrt enthält der Complex &, wenn die in (36.) enthaltenen 
sechs Gleichungen erfüllt sind, alle Generatricen der zweiten Schaar und 
gehört mithin zur ersten Erzeugung. Statt (36.) kann man auch schreiben: 
BR Ko Ye.» 
Yır-» Yol| Yarı- 9 
| 6: 9, 


Bine d0 | dere ds 
®,...©]|9, 

Die Gleichung (36.) ist symmetrisch in Bezug auf & und 9. Be- 
trachtet man die 5 als laufende Coordinaten, so ist sie die Gleichung eines 











Complexes, welcher mit allen Complexen der ersten Erzeugung in Involution 
liest, also eines Complexes der zweiten Erzeugung. Demnach werden die 
Coordinaten eines Complexes ®B der zweiten Erzeugung in der Form 

. ok” oK 

(37.) 0 V, = EICHEER nn 8, &, 4, 
wo o ein unbestimmter Factor ist, durch die Complexe der ersten Erzeugung 
und die Verhältnisse von sechs willkürlichen Grössen ©, dargestellt. 


Ebenso wird die Gleichung 





(38) 9 








N 


e 


Ö 
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von allen Complexen der zweiten Erzeugung für beliebige 5 erfüllt und ein 


beliebiger Complex dv der ersten Erzeugung ausgedrückt durch: 


OK” DK 
wi men  — _ 84 


ODk+3 OOx+3 


47. Die Gleichung (36.) muss von den Werthen (39.), die Gleichung 
(38.) von den Werthen (37.), wenn man sie für die 9 einträgt, unabhängig 
von ®& befriedigt werden. Dies giebt: 


Le) 


IK A ee ai 
0=-3(--6,,4)--—+64)= 48,0) L(G, 6 





und führt also wieder zu der Identität (32.). welche wir ursprünglich aus 
dem Ausdrucke (29.) hergeleitet haben. 

Die Gleichungen (36.) und (38.) stellen, insofern sie für beliebige & 
selten, je sechs Gleichungen dar; diese beiden Systeme kann man folgender- 
maassen zusammenfassen *): 


8.+:16,D =0. (s=1...6) 


Sie haben dann die gemeinschaftliche Bedeutung, dass die erzeugenden Com- 
plexe diejenigen sind, welche in Bezug auf das Hyperboloid sich selbst con- 
jugirt sind. 

Irgend zwei einander conjugirte Complexe (& und &) bilden eine 
zweigliedrige Gruppe. In dieser befinden sich zwei specielle Complexe, 
welche einander conjugirt sind, und zwei sich selbst conjugirte Complexe, 
nämlich die der Gruppe angehörigen beiden Complexe aus verschiedenen Er- 
zeugungen. 

48. Nach Art. 46 erhält man die Complexe der zweiten Erzeugung, 
wenn man in 

oB, = 8,+16,4 
für de & willkürliche Werthe setzt. Da diese Complexe aber nur eine 
zweifache Mannigfaltigkeit bilden, so muss es eine dreifache Mannigfaltigkeit 
von Werthsystemen (Complexen) © geben, welche einen und denselben Com- 
plex ® liefern. Um dieselbe zu finden, denken wir uns © in der Form 


Ir -tuy+rv3 + p&+gq)-+r} 


ausgedrückt und beachten, dass Ax+uy+r;, für © eingetragen, die Werthe 


——nnnn 





*) Vgl. Gordan Zeitschr. f. Math. u. Ph. Bd. XII. S. 62. 


19” 
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U, annullirt. Daraus ergiebt sich, dass für obige Werthe der © 
oB,=R,+48,4= (p&+9,+r3)4 
wird. Die fraglichen Complexe & bilden also die viergliedrige Gruppe 
+ uy+r3+0oB. 
Ebenso bilden die Complexe ©, für welche die Ausdrücke (39.) einen und 
denselben Complex v liefern, eine viergliedrige Gruppe, bestehend aus drei 
beliebigen Complexen der zweiten Erzeugung und dem Complexe v. 
Sollen die Complexe ®, v» specielle (also Generatricen) werden, so 
hat & die Bedingung 
K+4(6,6)4=0 
zu erfüllen, da 


E(RK+IGN(R,;,+46,549) = FA(K+4(G, 6) A). 


. 


(Die Erzeugende ist dann im Complexe © gelegen. vgl. Art. 46.) — Es 
werden ® und v zugleich Generatricen, wenn 6 eine Gerade repräsenlir! 
und KA=0, also & eine Tangente des Ilyperboloides ist. In diesem Falle 
sind ®, v» die beiden im Berührungspunkte der Tangente sich begegnenden 
Generatricen. Sucht man also unter den Complexen ©, welche 3 liefern. 
die speciellen, so findet man ein Strahlensysiem mit zwei zusammenfallenden 
Directricen, nämlich die Tangenten sämmtlicher Punkte von ®. 


$. 12. 
Die speciellen dreigliedrigen Gruppen *). 

49. Den Ausartungen der durch die Gleichungen F(S)=0, Pu) =0 
dargestellten Gebilde entsprechen gewisse besondere dreigliedrige Gruppen **), 
welche im Folgenden näher erörtert werden sollen. 

Von vorn herein ist zu bemerken, dass die Specialisirungen der Formen 
FiS), Pla) mit denen von A, P genau zusammenhängen. Zunächst können 
die Determinanten dieser vier Formen, also die Grössen 

1T, IT, d, —4 
nur zu gleicher Zeit Null werden; es verschwinden dann identisch die ad- 
jungirten Formen von F(£) und $(w), da sie durch 4 theilbar sind. — Zum 
identischen Verschwinden der adjungirten Form von F(£) oder der von Pu, 


*) Siehe die Note zu Art. 26. 


**) Auf diese beziehen sich die Art. 143—147 in Plückers N. Geom. 











d 
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ist 4= 0 nothwendig und hinreichend. Der nächste Fall ist also der, wo 


alle Unterdeterminanten zweiten Grades aus den Üoelficienten einer dieser 
Formen Null werden. Hier kommt wieder in Betracht, dass die Formen 


s 











dıı dr Az Ay U, vi IA An O5 u Sı 7 
4, dn Ay Au U, Or O2 Or; O0 S: N | 
d;, An Az; Ay, U ©; Oz, Op Oz 0 5; 131 
% A; An Ay Ay U % B lau Oz Un ya Sa 141’ 
mW u,0 O0 | A u rn | 
%6, % vd, v, O OÖ | n Mm mn MV OL 
INA TIEREN) 0) pP 
(N) 9) | I, IN HI gq| 
( I) (59) (3 3, v h | ar X) (3 2 eG r | 
.;# u v’ 0 | p g r' 0, 


nur zu gleicher Zeit identisch verschwinden können. Denn wenn man 6, für 
(uv);.; und (&7),, ferner (1,&), (9.6) (3,6), (&6) (9,6) (3, ©) für 
., wW, v', p, q, r' schreibt, so werden alle vier Ausdrücke einander gleich 
(=K), wegen I=0. — Endlich geschieht es nur gleichzeitig, dass eine der 
Formen F(S5), P(u) oder die Form M oder die Form P identisch verschwindet, 
was unten bewiesen werden wird. 

Die Eigenschaft der Formen M und P, dass, wenn die eine reducibel 
oder ein volles Quadrat oder identisch Null wird, bei der anderen dasselbe 
eintritt, ergiebt sich auch durch Betrachtung der linearen Substitulionen, durch 
welche M und P in einander transformirt werden. Bekanntlich giebt es immer 
zwei dreifache Mannigfaltigkeiten von Translormalionen zweier quadralischen 
ternären Formen in einander. Im vorliegenden Falle findet man dieselben 
durch die Bemerkung, dass nach Art. 36 durch die Substilulionen 

= I/I(y+uy+rv2„a, S=lI(p&+gqQ)+rJ; « 

F\S) übergeht in resp. 4M.cb(a), —AP.b(a). Danach werden (wenn $(«) nicht 
identisch verschwindet) M und —P in einander übergeführt, wenn man setzt: 
4II,(xa) + ul; (ya) -+vII;(a) = pII,(Xa)+qII,(Ya)+rI/,(Za). W=1,2,3,4) 
Dasselbe geschieht (wenn F($) nicht identisch = 0) durch die Substitution 

E,(xo)+uE,(ye)+rE;,ße) = pE(Xe)+gE,(Ye)+rE(ge) (=1,2,3, 4) 
Die a und « sind beliebig. Beidemal sind die vier Gleichungen mit drei 
unabhängigen äquivalent, da Ya, //,(xa) =0 u. s. w. — Die Generatricen der 
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beiden Schaaren werden dadurch so auf einander bezogen, dass entweder die 
Schnittpunkte entsprechender in einer Ebene a liegen oder die ihnen gemein- 
schaftlichen Ebenen durch einen festen Punkt « gehen. 
90. Wir untersuchen zuerst den Fall 
1=0. 
Es haben dann (Art. 27) die beiden Gruppen ir+uy+r3, pX+g9)-+r}3 eine 
Gerade L gemein; die Coordinaten L, sind (Art. 46) den Ableitungen von K 


proportional, unabhängig von &, und es ist somit K=0 (oder K'=0 oder 
K"=0) das Quadrat der Gleichung der Geraden L. — Die Formen F(s 


P(ua), M und P zerfallen in je zwei lineare Factoren, und zwar werde: 
F(s)=r:.s, Plu)=u.u, 3M=(a4+ Du u+e,r)(aA+bu+c,rv). 
—1P= (p+Pog+Yor) (ap+Pıg+Yır)- 

Die Fläche F=0 artet in zwei Ebenen (r,s), P=0 in zwei Punkte (o, 0 
aus; die Schniltlinie der Ebenen r, s fällt mit der Verbindungslinie der Punkte 
o, o und zwar in die Linie Z zusammen *), wegen der Bedeulung der in Art. 42 
eingeführten Ausdrücke für K. Die Erzeugenden aus einer und derselben 
Gruppe zerfallen in zwei Büschel, von denen je eines in einer der Ebenen 
r, s liegt und einen der Punkte go, o zum Mittelpunkte hat. 

Es entsteht nun die Frage, auf welche Art die Factoren von F(2). 
(u), M und P mit einander zusammenhängen. Um sie zu beantworten, wenden 
wir die Substitution S= p//(Xa)+qg/IYu)-+rIl{Zu), durch welche F(S) in 
—4P.$(u) übergeht, auf die Factoren von F(S) an. Dann wird etwa 

r: in (up+Pg+tyor)au,, s: in (a p+Pıg-+Yır) 
übergehen. Demnach ist der Pol der Ebene r in Bezug auf den beliebigen 
Complex pX+g9)-+r,9 der zweiten Erzeugung im Allgemeinen ein fester 
Punkt, und zwar der Punkt o; er wird unbestimmt, wenn 0,p +Ag+Yyır =) 
Das der zweiten Erzeugung angehörige, durch die Gleichung &,p+P,g+yr=V 

bestimmte Büschel liegt also in der Ebene r; und das der ersten angehörige 
in der Ebene r gelegene Büschel hat o zum Mittelpunkte. U. s. w. 

Verschwindet nicht bloss ./, sondern auch alle adjungirten Determi- 


nanten des Systems 





(2) (9) (& 3)| 

\ x‘, 
0 
ED 


*) Dieses Gebilde untersucht (unter der Benennung „begrenzter Ebenenschnitt”) 
Herr Schubert, dieses Journal Bd. 71, >. BTift. 
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[EN 


so werden F(S), Pa), MH und P Quadrate linearer Functionen. Dann reprä- 


sentirt F=0 eine Ebene r, P=0O einen in ihr gelegenen Punkt oe. Die 
beiden Gruppen erzeugender Complexe haben dann nicht bloss eine einzige 
Generatrix gemein, sondern sämmilliche, und diese bilden in der Ebene r ein 
Büschel mit dem Mittelpunkte o. 

91. Es bleibt jetzt noch der letzte der in Art. 49 aufgeführten Fälle 
zu erledigen. 

Wenn alle Coeffieienten der Form M verschwinden: 

we) Eugen) N) = 0, 
so arten alle Complexe der Gruppe Ar+uy-+rz in gerade Linien aus. Jede 
der Linien rt, 9, 3 befriedigt, an Stelle von ® eingetragen, die Gleichungen: 
.®)=0, (,6)=-0, (,.,6)=0; 

die zur ersten in Reeiprocität stehende Gruppe pX-+-q9Y)+r3 ist also mit ihr 
identisch. Jede zwei Geraden der Gruppe schneiden einander; je drei haben 
also entweder eine Ebene oder einen Punkt gemein. *) Um die Trennung 
in diese beiden Fälle algebraisch darzustellen, multiplieiren wir die beiden 
Formen F(S), (u), welche diesmal jedenfalls volle Quadrate werden, mit 
einander. Es ist 


lu.Fi)= tu BE (S)E, (yS)E,lz), IuDhlu)=FE+5T];,(tu) TI,(yu) II,(zu), 


vo, 


lässt: 


folglich, wenn man die Determinanten multiplieirt und den Factor «a: weg 
+u:.F(5).P(u) = >+91929%; 
wo 
gu = ZE,(L5) TI,(tu) = Ar, DDu:, 
924 91 = ZE,; (5) II; (yu)+ FE, (yS) II, (tu) = (t, y) u: 
u.s.w. Wenn daher M identisch verschwindet, so verschwindet g,+-9,, für 


alle Indices i, k und mithin für alle Werthe £&, « das Product 
F(5).$biu), 
d. h.: es verschwindet dann entweder F(£) für alle Werthe von £, oder &(u) 
für alle Werthe von «. Im ersteren Falle sehen sämmtliche in der Form 
ix + uy-+rv3 


darstellbaren Geraden durch einen Punkt; &(x) = 0 ist das Quadrat der Glei- 


— 


S 


*) Vgl. hierüber Zeuthen, Math. Ann. Bd. 1. S. 439; Klein, Inauguraldissertation 
.8 und Math. Ann. Bd. II. S. 200. 
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chung dieses Punktes. Im anderen Falle liegen jene Geraden sämmtlich in 
einer Ebene; F(5)=0 ist das Quadrat der Gleichung dieser Ebene. *) 

92. Nach dem vorigen Artikel reichen die sechs Gleichungen (40.) 
aus. um das Verschwinden der zehn Coelfiecienten von F(£) oder der von 
&(u) herbeizuführen. Man kann auch umgekehrt zeigen, wie das identische 
Verschwinden einer dieser Formen jene sechs Gleichungen zur Folge hat. 

Wenn F(S)=0 ist für alle S, nicht aber (u) für alle x, so schliesst 
man aus: 

F(IT (ix+ uy+rz,w)) = IM. P(u), 
dass M identisch verschwindet, also die sechs Gleichungen (40.) stattfinden. 
Analog verhält es sich, wenn P(x)=0 ist für alle «, nicht aber F(S) für 
alle £. Daran schliesst sich wieder die bereits angegebene geometrische 
Unterscheidung der beiden Fälle. 

Derartige Systeme von je drei Geraden durch einen Punkt resp. in 
einer Ebene sind es, welche in den Ausdrücken von F und & in Art. 32—34 
vorkommen. Führt man daselbst für x, 9. ; ein ebensolches System ein, etwa 

% = (N): J: = VD dr — (MY )k> 
so muss eine der Formen (F) identisch verschwinden und die andere ($) 
ein volles Quadrat werden. Die directe Ausrechnung giebt auch: 

















|(me)ı ... (m0)s| (Sa)y...(Sa)| | 0 (Snap) (£ney) | 
| 
30,.F(&) = (mp)... (nB)s| (EB). (EB) =|-(Enaß) D (=, 
a rd! Ener) -(Enßy) 0 | 
(me)... | (Ay). (Pril Ilmaßy) 0 0 | 
| 
ı$(u)=|(nP): v2 re) ya)yl! 0 mepy) 0 | 
Iayı. (ny .; (aP)..(eP | Ri Ü (napy)| 


' 


= (MW TMGFNUt N U), 


wobei zu beachten ist, dass der Factor (»0/?y) durch geeignete Umformung 
der x, 9. 3 (vgl. Art. 33) einmal beseitigt werden kann. Aus diesen Iden- 
titäten ergeben sich Relationen bezüglich solcher Determinanten, wie sie in Art. 33 


zur Berechnung der Coelficienten gebraucht wurden. 


*) Schreibt man & an Stelle von 3, so werden F=0, P=0 die Gleichungen 
der beiden linearen Complexe, von denen der eine oder der andere, wenn die Glei- 
chungen (19.) bestehen, zu dem Systeme (20.) hinzuzufügen ist, um dieses daun re- 
dueible System in zwei irredueible zu zerlegen. 


Giessen. im März 1872. 




















Ueber die Formen der Curven dritter Ordnung. 


(Von Herrn H. Durege in Prag.) 


Schon frühe haben die Geometer es sich angelegen sein lassen, die 
Curven dritter Ordnung nach gewissen Eigenschaften zu classilieiren, um über 
die mannigfaltigen Gestalten derselben einen Ueberblick zu gewinnen. Solche 
Classificationen gaben Newwlon in der Enumeratio linearum terlii ordinis, 1711; 
Stirling in der Schrift: Lineae tertii ordinis Newtonianae, sive illustratio 
tractatus Newtoni de enumeralione linearum tertii ordinis, 1717; Euler in dem 
zweiten Bande der Introductio in analysin infinitorum, 1748; Plücker in dem 
System der analytischen Geometrie, 1835. Diese Classilicalionen gewähren 
aber keine vollständige Befriedigung, da sie wesentlich auf einer analytischen 
Grundlage ruhen, ihre Eintheilungsgründe nicht oder doch nicht ausschliess- 
lich von rein geometrischen Eigenschaften hernehmen und deswegen nicht 
einen klaren Ueberblick über die Gestaltungen dieser Linien gestalten. Einen 
erheblichen Fortschritt machte Möbius in der Abhandlung über die Grundformen 
der Linien der dritten Ordnung. *) Er hob darin die wesentlichen Unter- 
schiede vor den unwesentlicheren klar hervor und vereinfachte dadurch die 
Classification um ein Beträchtliches. Seine Eintheilung lässt jedoch in einem 
Punkte noch etwas zu wünschen übrig, nämlich darin, dass sie nicht erkennen 
lässt, was die verschiedenen Curvenformen in ihren geometrischen Eigen- 
schaften Gemeinsames oder Verschiedenes darbieten. Zu dieser Erkenntniss 
kann man aber gelangen, wenn man die Beschaffenheit der vier von einem 
Punkte der Curve an die letztere gehenden Tangenten näher betrachtet. 


I. 


Wir sondern von den übrigen Curven diejenigen ab, welche einen 
Doppel- oder Rückkehrpunkt besitzen, weil diese Specialitäten bilden, und 
beschäftigen uns zunächst nur mit den allgemeinen Curven dritter Ordnung, 
von deren Punkten immer vier (reelle oder imaginäre) Tangenten ausgehen. 
Zur Erkenntniss der Beschaffenheit dieser Tangenten führen folgende Sätze: 








*) Abhandlungen der k. sächs. Gesellschaft der Wissenschaften, Bd. 1. 1849. 
Journal für Mathematik Bd. LXXV. Heft 2. 20 
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l. Wenn aus einem Punkte a einer Curve dritter Ordnung vier reelle 
Tangenten mit den Berührungspunkten a,a,a,a, an die Curve gelegt werden 
können, und es lässt sich aus einem anderen Curvenpunkte eine reelle Tan- 
gente Pb, an die Curve legen, so gehen von P allemal vier reelle Tangenten 
an die Curve. 

Beweis. Schneidet man die Curve mit b,a, in y und zieht aus y die 
Strahlen 7 (a,@,a,a,), so sind die Punkte b,b,b,b,, in welchen diese Strahlen 
die Curve treffen, die Berührungspunkte der von / ausgehenden Tangenten. *) 
Diese aber sind alle reell, wenn a,@a,a, und b, es sind. 

2. Wenn die aus einem reellen Curvenpunkte 5 an die Curve gehenden 
Tangenten P(b,b,b,b,) alle vier imaginär sind, und es lässt sich aus einem 
anderen reellen Curvenpunkte a eine reelle Tangente «a, an die Curve legen, 
so sind alle vier von a ausgehenden Tangenten «(a a,a,a,) reell. 

Beweis. Man schneide die Curve mit «5 in y und ziehe auch die 
aus „ an die Curve gehenden Tangenten z(c,c,c,e,) mit in die Betrachtung 
hinein. Dann liegen die 12 Berührungspunkte a,@,a,a,, b,b,b,b,, ec, &c;c; 
zu je drei auf 16 Geraden und können in Beziehung auf diese Eigenschaft in 


folgender Art gruppirt werden: **) 


1) abıc, 2) ab, 3) abc; 4) a,bie, 


a,b: 6; tb; C, a,b, C, a,b, C; 
a,b; c; a,b, c, a,b; C, a,b, c; 
a,b; c, a, b,c; a, b,C; a,5,6;- 


Da nun die vier der Annahme nach imaginären Tangenten /5(b,b,b,b,) von 
einem reellen Curvenpunkte ausgehen, so sind sie, so wie auch ihre Berüh- 
rungspunkte paarweise conjugirt imaginär. Seien b,b, und b,b, diese Paare. 
Dann sind in der ersten Gruppe die Geraden a,b,c, und a,b,e, imaginär, da 
keine von ihnen durch zwei conjugirt imaginäre Punkte geht; sie sind aber 
conjugirt imaginär, da sie sich in einem reellen Punkte «a, schneiden, und jede 
von ihnen durch einen der conjugirt imaginären Punkte 5b, und b, geht; mil- 
hin sind auch ce, und c, conjugirt imaginäre Punkte. Dasselbe gilt von c, und 
c;. Nun muss unter den von « ausgehenden Tangenten ausser «a, mindestens 
noch eine reell sein. Sei diese «a,, dann liefert die zweite Gruppe nichts 





*) Vgl. des Verfassers „Curven dritter Ordnung,“ art. 382. 
#*) Öurven dritter Ordnung, art. 585. 
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Neues, sondern bestätigt nur das vorige Resultat. Aber da in der dritten 


Gruppe die Geraden a,b,c, und a,b,e, durch zwei Paare conjugirt imaginärer 
Punkte 5b,b, und c,e, gehen, so sind sie conjugirt imaginäre Geraden. und 
folglich ist ihr Durchschnittspunkt a, reell. Dann versteht sich von selbst, 
dass auch a, reell sein muss, was überdies die vierte Gruppe bestätigt. 

3. Aus diesen beiden Sätzen folgt unmittelbar: Wenn bei einer Curve 
dritter Ordnung aus einem Curvenpunkte zwei reelle und zwei imaginäre Tan- 
genten an die Curve gelegt werden können, so hat jeder Curvenpunkt diese 
Eigenschaft. 

4. Wenn von einem Curvenpunkte vier reelle Tangenten ausgehen, so 
besitzt die Curve allemal auch solche Punkte, bei denen die vier von ihnen 
ausgehenden Tangenten alle imaginär sind: und umgekehrt. 

Beweis. Man kann, wie an einem anderen Orte *) gezeigt wurde, 
eine Curve dritter Ordnung stets als den geometrischen Ort der Durchschnilte 
entsprechender Strahlenpaare zweier projectivischer Strahleninvolutionen be- 
trachten, und zwar genügt es dazu, zwei der Curve in einem der drei Systeme 
angehörige conjugirte Pole o und o' als Scheitel der Involutionen zu nehmen, 
deren Strahlenpaare nach den Polepaaren desselben Systemes gehen. Alsdann 
sind die den Doppelstrahlen der einen Involution [o]| entsprechenden Strahlen- 
paare der anderen [o'], da diese die Doppelstrahlen in je zwei zusammen- 
fallenden Punkten schneiden, die aus o’ an die Curve gehenden Tangenten. 
Nun darf man allerdings nicht schliessen, dass wenn die Doppelstrahlen in [o] 
reell sind, auch die Tangenten aus 0’ reell seien; denn es kann sehr wohl 
vorkommen und kommt in einem ausgedehnten Falle wirklich vor, dass einem 
reellen Doppelstrahle ein imaginäres Strahlenpaar entspricht, welches dann ein 
imaginäres Tangentenpaar bilde. Allein, wenn die Doppelstrahlen in [o| 
imaginär sind, so müssen auch die Tangenten aus o' imaginär sein; denn, da 
die Durchschnitte eines Doppelstrahles mit dem ihm entsprechenden Strahlen- 
paare die Berührungspunkte des letzteren sind, so würden, wenn einem ima- 
ginären Doppelstrahle ein reelles Strahlenpaar entspräche, zwei reelle Tangenten 
entstehen, deren Berührungspunkte imaginär sind, was nicht möglich ist. Sei 
nun o ein Punkt der Curve, von welchem vier reelle Tangenten o(abed) an 
die Curve gehen. Dann sind ab, cd; ac, bd; ad, be conjugirte Polepaare 





*) Ueber die Curve dritter Ordnung, welche den geometrischen Ort der Brenn- 
punkte einer Kegelschnittschaar bildet. Math. Annalen, Bd. 5, pag. 83. 


20 * 
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in den drei Systemen, und die Durchschnitte 
(ab, cd\=o', (ac, bd) = 0", (ad, be) = 0" 

die dem o in den drei Systemen conjugirten Pole. Jeden dieser drei Punkte 
kann man daher als den Scheitel einer Involution wählen, welche mit der In- 
volution [o] zusammen die Curve erzeugt, und je nachdem man 0’ oder 0" 
oder o” wählt, bilden o(ab, cd) oder o(ac, bd) oder o(ad, be) conjugirte 
Strahlenpaare in [o]. Unter diesen Anordnungen aber giebt es immer eine. 
bei welcher die Strahlenpaare einander trennen, nämlich, wenn man die 
Strahlen o(abed) so bezeichnet, dass sie in dieser Reihe auf einander folgen. 
die Paare o(ac, bd). Bei dieser Involulion sind also die Doppelstrahlen 
imaginär,. und folglich sind die aus dem zugehörigen conjugirten Pole 0°’ an 
die Curve gehenden Tangenten alle vier imaginär. — Dass umgekehrt eine 
Curve, welche Punkte mit vier imaginären Tangenten besitzt, auch Punkte 
mit vier reellen Tangenten haben muss, ist ohne Weiteres klar, da jedem 
Curvenpunkte ein Tangentialpunkt zugehört, von dem eine reelle, und daher 
nach dem zweiten Satze vier reelle Tangenten ausgehen. 

Nach diesen Sälzen können alle Curven dritter Ordnung ohne Doppel- 


eetheilt werden: 


punkt in zwei Gallungen g 


Zur ersten Gattung rechnen wir diejenigen Curven, aus deren Punliten 
theils vier reelle, iheils vier imaginäre, niemals aber zwei reelle und zwei 
imaginäre Tangenten an die Curve gelegt werden können. 

Die zweite Gattung bilden diejenigen Curven, bei denen aus jedem 
Punkte zwei reelle und zwei imaginäre Tangenten an die Curve gehen. 

Diese beiden Curvengattungen haben nun aber auch wesentlich von einander 
verschiedene Formen. Bei der Betrachtung der Gestalten, welche die Curven 
dritter Ordnung darbieten, bemerke man, dass stels je zwei in’s Unendliche 
sich erstreckende Curvenäste der nämlichen (geradlinigen oder parabolischen 
Asymptole sich anschliessen. Solche zwei Aeste kann man dann als im Un- 
endlichen zusammenhängend betrachten; denn lässt man eine Gerade sich um 
einen beliebigen festen Punkt drehen und sieht einen Curvenast als den Weg 
an, den ein Durchschnittspunkt dieses Astes mit der Geraden bei der Drehung 
der letzteren durchläuft, so setzt diese ihre Drehung continuirlich fort, wenn 
der Schnittpunkt den unendlich fernen Punkt des Astes erreicht, d. h. wenn 
die Gerade der betreffenden Asymptote (oder bei einer parabolischen Asymptote 
der Axe der Parabel) parallel wird, und der derselben Asymptote sich an- 


schliessende zweite Curvenast ist dann als die Fortsetzung des Weges für den 
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‘“hnitinunkt zu betrachten. Möbius *, saet mit Recht. dass ..die Eieenschaften 
Schnit!p , sag Ä 9 


welche einer ebenen Linie in Bezug auf ihre unendlichen Aeste zukommen, 
nicht zu den wesentlicheren gerechnet werden können“. Aus diesem Grunde 
betrachtet er die Projection der Curve aus dem Mittelpunkte einer Kugel auf 
die Oberfläche derselben, weil man dadurch die Curve ..von ihren unwesent- 
licheren Eigenschaften entkleidet“, und fügt hinzu: ..Je nachdem man die 
sphärische Curve bald auf diese, bald auf jene Ebene zurückprojieirt, werden 
bald diese, bald jene Theile der Curve sich in der Ebene als unendliche 
Aeste abbilden.“ Demgemäss werden wir solche Curvenstücke, deren unend- 
liche Aeste paarweise derselben Asymptote sich anschliessen, als zusammen- 
hängende Curvenslücke betrachten. 

Dies vorausgeschickt folgt nun leicht, dass jede der ersten Gallung an- 
sehörige Curve, welche also sowohl Tangentialpunkte mit lauter reellen, als 
auch solche mit lauter imaginären Tangenten besitzt, nothwendig aus zwei 
ganz von einander getrennten (auch nicht im Unendlichen zusammenhängenden) 
Theilen bestehen muss. Denn ein continuirlicher Uebergang von reellen zu 
imaginären Tangenten kann nur dadurch eintreten, dass an der Uebergangs- 
stelle zwei Tangenten zusammenfallen; das aber kann bei einer Curve dritter 
Ordnung ohne Doppelpunkt niemals vorkommen. Daher muss eine Curve der 
ersten Gallung immer aus zwei getrennten Theilen bestehen, der Art, dass der 
eine Theil lauter Punkte enthält, von denen vier reelle, der andere lauter 
solche, von denen vier imaginäre Tangenten ausgehen. Dass eine Curve 
dritter Ordnung nicht mehr als zwei von einander geirennte Theile besitzen 
kann, bedarf wohl keiner näheren Erörterung. 

Es gilt aber auch das Umgekehrte. Wenn nämlich eine Curve dritter 
Ordnung ohne Doppelpunkt aus zwei gelrennten Theilen besteht, so muss der 
eine Theil der einen, der andere den beiden anderen Asymptoten sich an- 
schliessen, wenn daher imaginäre oder im Unendlichen zusammenfallende 
Asymptoten vorhanden sind, so müssen diese dem zweiten Theile angehören. 
Demnach erstreckt der erstere Theil sich in's Unendliche und nähert sich mit 
seinen beiden Aesten derselben Asymplote (wir wollen ihn den Theil U 
nennen), während der andere (er möge S heissen) entweder ein geschlossenes 
Oval bildet, oder aus zwei im Unendlichen zusammenhängenden Stücken be- 
steht, deren unendliche Aeste paarweise den beiden anderen Asymptoten nach 


*) Ueber die Grundformen der Linien der dritten Ordnung, pag. 8. 
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Art einer Hyperbel sich anschliessen. (Oder es kann auch der Theil S nur 
aus einem ins Unendliche gehenden Stücke bestehen, welcher die unendlich 
ferne Gerade berührt.) Lässt man nun eine Gerade sich parallel mit der 
stets reellen, dem Theile U angehörigen, Asymptote verschieben, so trifft sie in 
jeder ihrer Lagen entweder den Theil U oder S oder keinen von beiden in zwei 
reellen Punkten. Bei dem Eintritte in und dem Auslritte aus jedem dieser 
beiden Theile wird sie daher zur Tangente und liefert vier von dem unendlich 
fernen Punkte des Theiles U ausgehende reelle Tangenten. Mithin gehört 
eine solche Curve allemal der ersten Gattung an, und man sieht zugleich, dass 
der Theil U diejenigen Punkte enthält, von denen vier reelie Tangenten, der 
Theil S also diejenigen, von denen vier imaginäre Tangenten ausgehen. 

Hieraus folgt nun weiter, dass eine der zweiten Gattung angehörige 
Curve, bei welcher allen Punkten zwei reelle und zwei imaginäre Tangenten 
zugehören, immer aus einem einzigen vollständig zusammenhängenden Theile 
besteht. 

Dies sind die Formunterschiede, die man mil Möbius als die wesent- 
lichen bezeichnen kann. Sie bieten zugleich in der Beschaffenheit der von 
ihren Punkten ausgehenden Tangenten einen charakteristischen geometrischen 
Unterschied dar. Ausserdem kann nun jede der beiden erwähnten Gattungen 
nach demselben Princip in Unterabtheilungen gebracht werden, nach welchem 
man die Kegelschnitte einzutheilen pflegt; je nachdem nämlich die unendlich 
ferne Gerade ausser dem einen reellen Punkte, den sie stets mit der Curve 
gemein hat, diese noch in zwei imaginären, oder zwei reellen, oder zwei zu- 
sammenfallenden Punkten trifft, in welchen drei Fällen die Curve eine, oder 
drei geradlinige Asymptoten, oder endlich eine gerade und eine parabolische 
Asymptote hat. Demgemäss lassen sich alle Curven dritter Ordnung ohne 
Doppelpunkt in sechs Arten theilen, von denen zwei als Uebergangsfälle 
auftreten: 

Erste Gattung. Die Curve besteht aus zwei getrennten Theilen U und 
S; aus jedem Punkte von U gehen vier reelle, aus jedem Punkte von S vier 
imaginäre Tangenten an die Curve. U erstreckt sich in's Unendliche und 
schliesst sich mit seinen beiden Aesten derselben Asymptote an. 

a) Eine gerade Asymptote. S bildet ein Oval. 

b) Drei gerade Asymptoten. S besteht aus zwei im Unendlichen zu- 


sammenhängenden Stücken, deren Aeste sich paarweise den beiden anderen 
Asymptoten nach Art einer Hyperbel anschliessen. 





| 
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c) Eine gerade und eine parabolische Asymptote (Uebergangsfall). S 


besteht aus einem ins Unendliche gehenden Stücke, deren Aeste sich einer 
Parabel anschliessen (die unendlich ferne Gerade berühren). 

Zweite Gattung. Die Curve besteht aus einem einzigen im Unendlichen 
zusammenhängenden Theile. Aus jedem Curvenpunkte gehen zwei reelle und 
zwei imaginäre Tangenten an die Curve. 

a) Eine gerade Asymptote. Die Curve besteht aus einem Stücke, 
dessen unendliche Aeste sich der Asymptote anschliessen. 

b) Drei gerade Asymptoten. Die Curve besteht aus drei in's Unend- 
liche gehenden Stücken; je zwei nicht demselben Stücke angehörende Aeste 
schliessen sich derselben Asymptiote an. 

c) Eine gerade und eine parabolische Asymptote (Uebergangsfall). Die 
Curve besteht aus zwei ins Unendliche gehenden Stücken. Der eine Asl 
jedes Stückes schliesst sich der geraden, der andere der parabolischen 
Asymplote an. 


I. 


Die beiden im Vorigen von einander unterschiedenen Gattungen der all- 
gemeinen Curven dritter Ordnung stehen zu einander in einer eigenthümlichen 
Beziehung, welche hervortritt, wenn man bei den Curven der ersten Gallung 
denjenigen Theil, welcher oben mit U bezeichnet wurde, und der diejenigen 
Punkte enthält, von denen vier reelle Tangenten ausgehen, für sich allein be- 
trachtet. Es wird sich zeigen, dass dieser Theil bemerkenswerthe Eigen- 
schaften mit den Curven der zweiten Gattung gemeinschaftlich hat, und nicht 
bloss mit diesen, sondern auch mit denjenigen Curven dritter Ordnung, die 
einen isolirten Doppelpunkt besitzen. 

Da nämlich von dem Theile S der Curve erster Classe keine reellen 
Tangenten ausgehen, so enthält U sämmtliche (reelle) Tangentialpunkte, S 
keine. Daher liegen auf U auch stets die Durchschnitte der reellen Asymp- 
toten und die drei reellen Wendepunkte. Ferner aber lässt sich zeigen, dass, 
gerade wie bei den Curven der zweiten Gattung, von jedem auf U liegenden 
Punkte immer zwei und nur zwei reelle Tangenten an U gelegt werden 
können. Um dies einzusehen, sei o irgend ein auf U liegender Punkt, und 
o(abcd) die von ihm ausgehenden Tangenten, welche wir wieder so be- 
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zeichnet annehmen wollen, dass diese Strahlen in der angegebenen Reihe aul 
einander folgen. Betrachtet man nun das von den Berührungspunkten abe 
gebildete vollständige Viereck und dessen Diagonalpunkte 
o'=(ab, cd), 0"=(ac,bd), 0" = (ad, be), 

welche mit o zusammen ein neues Punktquadrupel bilden, so haben wir oben 
gesehen, dass die von 0’ ausgehenden Tangenten alle vier imaginär sind, so- 
dass 0’ auf S liegt. Da aber S einen für sich geschlossenen Theil bildet, 
der eniweder in einem endlichen Raume enthalten ist, oder sich nach Arı 
einer Hyperbel oder Parabel in's Unendliche erstreckt, so hat jede reelle Gerade, 
welche S in einem reellen Punkte trifft, mit diesem Theile noch einen reellen 
Punkt gemein. Nun wird S in 0” von den Geraden ac und bd getroffen. 
mithin liegt von jedem dieser beiden Punktepaare der eine Punkt auf S, und 
also der andere auf U. Von den vier von einem auf U liegenden Punkte 
ausgehenden reellen Tangenten berühren demnach allemal zwei den Theil S 
und zwei den Theil U. 

Nehmen wir, um elwas Bestimmites zu haben, an, die Berührungspunkte 
ab liegen auf U, ed auf S, so folgt nun weiter, da ab, cd sich in 0’, ad, 
be aber in o”’ schneiden, dass 0" ebenso wie 0’ auf S, dagegen 0’ auf U liegt. 
Da nun 0’, 0", 0” die zu o in den drei Systemen conjugirten Pole sind, so 
folgt: bei den Curven der ersten Gattung ist die Vertheilung der conjugirten 
Pole der Art, dass diese in einem der drei Systeme (00', 0"o"') stets auf dem- 
selben Theile der Curce liegen, in den beiden anderen Systemen (00", 00" 
und (00, 0'0') dagegen stels auf verschiedenen Theilen. Bei den Curven der 
zweiten Gattung giebt es natürlich nur ein System reeller conjugirter Pole, 
das dem vorhin zuerst genannten analog ist. 

Der auf U liegende Punkt 0’ liegt mit den beiden auf demselben Theile 
befindlichen Punkten a, b in gerader Linie, daher hat man: Zieht man von 
einem auf U liegenden Punkte die beiden Tangenten an diesen Theil mit den 
Berührungspunkten o, 0’, und von dem einen, o, aufs Neue die Tangenten 
an den nämlichen Theil mit den berührungspunkten a, b, so liegt der andere, 
o', mit den beiden letzteren a, b in gerader Linie. Und dieser Satz behält 
seine Geltung, wenn statt des Theiles U einer Curve erster Galtung, eine aus 
der zweiten Gattung substituirt wird. 

Im Folgenden soll ausschliesslich nur von reellen Pun kten die Rede sein. 


daher werden wir den Zusatz „reell* als selbstverständlich in der Folge weg- 
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lassen. Ausserdem gelten die folgenden Betrachtungen ebensowohl von dem 


Theile U einer Curve der ersten Galtung,. wie von einer Uurve der zweiten 
Gattung, es mögen daher beide unter der Benennung „eine Curve U” zu- 
sammengelasst werden. 

Die Durchschnitie der harmonischen Polare eines Wendepunktes mit 
einer Curve dritter Ordnung sind die Berührungspunkte der von dem Wende- 
punkte ausgehenden Tangenten, während die vierte Tangente die Wendetan- 
gente ist; daher wird eine Curve U von einer harmonischen Polare stels nur 
in einem Punkte geschnitten. Sind nun d, d, d” diese Durchschnilte, den 
Wendepunkten w, ©, ©" resp. zugehörig, so sind sie zugleich die den letzteren 
conjugirten Pole in demselben Systeme. Da aber w, w, ©’ in einer Geraden 
liegen. so bilden diese mit d, d’, d’ die sechs Ecken eines vollständigen 
Vierseits. d.h. wd’d’, wd’d, w’dd' liegen in je einer Geraden. oder: Die 
Durchschnitte einer Curve U mit den harmonischen Polaren zweier Wende- 
punkte liegen mit dem dritten Wendepunkte in gerader Linie. 

Für das Folgende muss zuerst nachstehender Salz bewiesen werden: Lässt 
man den Berührungspunkt einer Tangente eine Curve U durchlaufen, so durch- 
läuft der zugehörige Tangentialpunkt diese Curve in entgegengesetzter Richtung. 

Beweis. So lange der Berührungspunkt seine Bewegungsrichltung 
nicht ändert, behält auch der Tangentialpunkt die seinige im Allgemeinen bei 
und könnte sie höchstens beim Ueberschreilen eines Wendepunktes ändern, 
weil nur an diesen Stellen die Tangente den Sinn ihrer Drehung umkehrt. 
Zieht man aber in der Nähe eines Wendepunktes eine Tangente an die Curve, 
so muss der Tangentialpunkt auf der entgegengesetzten Seile des Wendepunktes 
liegen. Denn die Curve kehrt in dem Berührungspunkte der Tangente ihre 
convexe Seile zu und kann derselben nicht eher wieder beeeenen. bis die 
Convexität in eine Concavität übergegangen ist, sodass zwischen dem Be- 
rührungspunkte und dem Tangentialpunkte mindestens ein Wendepunkt ent- 
halten sein muss. Da nun diese beiden Punkte in dem Wendepunkte zusam- 
menlallen, so nähern sie sich dem lelzieren von enlgegengesetzten Seiten, 
überschreiten ihn und gehen dann wieder nach entgegengeselzien Seiten aus- 
einander. Hiernach ändert also ein Tangentialpunkt beimjUeberschreiten eines 
Wendepunktes seine Bewegungsrichlung nicht, wenn der Berührungspunkt 
dies nicht thut, und da der erstere an diesen Stellen sich in entgegengeseizler 
Richtung bewegt, wie der leiztere, so findet dasselbe,durch die ganze Curve 


hindurch statt. 
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Hieraus folgt sofort, dass die Berührungspunkte d, d’, d” der aus den 
Wendepunkten ®, ®, &" an eine Curve U gezogenen Tangenten zwischen 
den Wendepunkten enthalten sein müssen, oder, was dasselbe ist, diese 
zwischen jenen. (Wir stellen uns dabei immer die Curve als im Unendlichen 
zusammenhängend vor.) Um dies zu zeigen, sei { ein Tangentialpunkt, ) 
und / die beiden ihm zugehörigen Berührungspunkte. Jedesmal wenn einer 
der letzteren in einen Punkt d fällt, fällt der andere und gleichzeitig auch 
in den zugehörigen Wendepunkt &. Nehmen wir an, £ und b befinden sich in 
w, also 5 in d. Lässt man nun diese Punkte sich bewegen, so schlagen 
nach dem vorigen Salze b und ‚5 die nämliche,. £ aber die entgegengesetzte 
Richtung ein. Lässt man b von w nach d, also gleichzeitig 5 von d nach 
&® (in derselben Richtung, also auf der anderen Seite der Curve) gehen, so 
bewegt sich £ in entgegengesetzter Richtung um die ganze Curve herum von 
co nach diesem Punkte zurück. Dabei muss also £ sowohl dem 5b, als auch 
dem 5 begegnen, und da dies nur in einem Wendepunkte geschehen kann, 
so liegt ein Wendepunkt ®' zwischen » und d, und der dritte @’ zwischen 
d und w. (Man denke sich diese Punkte etwa symbolisch auf der Peripherie 
eines Kreises vertheilt.) Wir nehmen nun ferner w als Ausgangspunkt für 
{ und b, sodass dann 5 von d’ ausgeht, und lassen £ von @ über d nach 
0" sich bewegen, also ohne einen Wendepunkt zu überschreiten; dann geht 
b in entgegengesetzter Richtung von w' nach d”, ohne seinerseits einen 
Wendepunkt oder einen anderen Punkt d zu überschreiten; 5 aber geht in 
der der vorigen gleichen Richtung von d’ nach w’, ebenfalls ohne einen 
Wendepunkt oder einen anderen Punkt d zu treffen. Mithin liegt d’ zwischen 
o und ®, und d' zwischen ® und &”. Demnach ist die Reihenfolge dieser 
Punkte auf der Curve die folgende: 

do d’wdo'd, 
und man sieht. dass jeder Wendepunkt zwischen denjenigen zwei Punkten d 
enthalten ist, mit denen er in gerader Linie liegt. 

Fasst man nun die so durch die Punkte d auf der Curve U ent- 
stehenden Abschnitte ins Auge, in denen jedes Mal nur ein einziger Wende- 
punkt enthalten ist, so erkennt man leicht, dass, wenn man aus einem Punkte 
t die beiden Tangenten an die Curve U zieht, immer ein Berührungspunkt und 
nur einer in demselben Abschnitte liegt, wie der Teangentialpunkt t. Denn 
während £ z. B. die Strecke ®w’' durchläuft, die den Punkt d” enthält, be- 


schreibt der eine Berührungspunkt 5 die Strecke wd, der andere 9 die 




































D u rel e. über die Formen der Curren dritter Ordmuna. ' 63 
| .) 


| Strecke dw' So lange also f zwischen » und d” bleibt. liegt d mit ihm in 
| demselben Abschnitte, nämlich in d’d’: gelangt aber £ in die Strecke dw’, 
i so liegt der andere Berührungspunkt 5 mit ihm in demselben Abschnitte, 


Ä nämlich in dd. 
Zieht man jetzt aus einem Punkte 5b,, der etwa in dem Abschnitte 


dd’ liege, welche den Wendepunkt & enthält, diejenige Tangente an die 
| Curve U, deren Berührungspunkt 5b, in denselben Abschnitt fällt, sodann aus 
b, wieder diese Tangente mit dem Berührungspunkte 5b,, und aus b, die ent- 
sprechende Tangente b,b;, so liegen die Punkte Ö,, 5b, auf der einen, b,, b; 
auf der anderen Seite des Wendepunktes &. Offenbar können weder b,b; 
noch 5,5; zusammenfallen, sonst erhielte man eine Doppeltangente, also muss 
entweder 5, oder b, näher an dem Wendepunkte liegen, als der andere dieser 
beiden Punkte. Schreitet man nun von b, über & nach 5, vorwärls und 
geht in derselben Richtung um die ganze Curve nach b, weiter (wobei man 


ein oder mehrere Male durch das Unendliche hindurch muss). so wird dabei 





b, überschritten oder nicht überschritten, je nachdem b, oder 5b, der näher an 
wo gelegene Punkt ist. Dann bewegt sich gleichzeitig der dem Tangential- 
punkte zugehörige Berührungspunkt in der entgegengesetziten Richtung von 
b, über ® und b, nach Ö,,. und. um nach 5b, zu gelangen, muss 5b, über- 
schritten werden oder nicht, je nachdem vorhin 5b, überschritten wurde oder 
nicht. Wenn daher b, näher (oder weiter) an w liegt als b,. so liegt auch 
b, näher (oder weiter) als b,. Man sieht also, dass der Berührungspunkt bei 
dem fortgesetzten Tangentenziehen entweder sich unaufhörlich dem Wende- 
punkte nähert, oder sich unaufhörlich von diesem entfernt. Nun kann aber 
der letztere Fall nicht stattfinden. Denn. da dabei von der Annäherung an 
eine Grenzlage nicht die Rede sein kann. indem bis zu dem nächsten Wende- 
punkte kein Punkt auf der Curve sich vorfindet, in welchem eine solche ein- 
irelen könnte, so würde, wenn der Berührungspunkt sich unaufhörlich von 
dem Wendepunkte entfernte, einmal eine Lage eintreten, bei welcher ein 
Berührungspunkt noch innerhalb des in Betracht kommenden Abschnittes d’d” 
läge, der nächste aber schon ausserhalb desselben fiele, sodass es dann nicht 
möglich wäre, eine Tangente zu ziehen, deren Berührungspunkt mit dem 
Tangentialpunkte in dem nämlichen Abschnitte enthalten ist. was oeeen einen 
Irüheren Satz streitet. Der nämliche Widerspruch würde sich ergeben. wenn 
ein Berührungspunkt gerade z. B. auf d” fiele, denn dann liegt. wie früher 


1” 
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gezeigt wurde, der nächste noch innerhalb der Strecke »d’, der darauf folgende 
aber müsste über d’ hinaus fallen. Demmach nähert sich bei diesem fortgesetzten 
Tangentenzichen der Berührungspunkt unaufhörlich dem in dem betreffenden 
Abschnitte liegenden Wendepunkte, indem er abwechselnd von der einen Seite 
des letzteren auf die andere hinübergeht. 

Die vorstehenden Sätze gelten ebensowohl von den Curven der zweiten 
Gattung, als von dem Theile U der Curven erster Gattung. Sie sind aber an 
einem anderen Orte *) auch von den speciellen Curven dritter Ordnung be- 
wiesen worden. welche einen isolirten Doppelpunkt besitzen. An derselben 
Stelle wurden von diesen Curven noch andere Eigenschaften mitgetheilt, und 
namentlich gewisse Vielecke näher betrachtet, welche der Curve gleichzeitig 
ein- und umgeschrieben sind, und dadurch entstehen, dass man die successiven 
Tangentialpunkte eines Berührungspunktes verfolgt und die Fälle untersucht, 
in denen ein späterer Tangenlialpunkt mit dem ersten Berührungspunkte zu- 
sammenfäll. Auch diese Eigenschaften lassen sich bei den allgemeinen 
Curven U wiederfinden, doch wollen wir auf dieselben hier nicht näher ein- 
gehen, da sie besser unter einem anderen Gesichtspunkte betrachtet werden. 

Aus der Uebereinstimmung, welche die betrachteten Curven in ihren 
Eigenschaften zeigen, lässt sich ersehen, auf welche Weise eine Curve der 
ersten Gattung in eine der zweiten Gattung übergeht. Indem nämlich bei einer 
Curve der ersten Gattung der Theil S in einen Punkt zusammenschrumpft, 
entsteht eine Curve mit einem isolirten Doppelpunkt, und diese geht in eine 
Curve der zweiten Gallung über, dadurch dass der Theil S in allen seinen 
Punkten imaginär wird. Bei diesen Uebergängen behält aber der Theil U 
die Eigenschaften, die ihm, wenn er für sich allein betrachtet wird, in seinen 
reellen Punkten zukommen, bei. 

Die Curven dritter Ordnung mit einem eigentlichen Doppelpunkte ver- 
halten sich anders. Eine solche entsteht aus einer Curve der ersten (Galtung, 
indem der Theil S sich mit dem Theile U verbindet und zur Schleife wird, 
denn von dieser gehen keine reellen Tangenten an die Curve. Dabei fallen 
zwei der auf U liegenden reellen Wendepunkte und die Punkte d in den 
Doppelpunkt, ebenso auch fünf der auf S liegenden reellen Punkte d, sodass 


Ueber fortgesetztes Tangentenziehen an Curven dritter Ordnung mit einem 
Doppel- oder Rückkehrpunkte. Math. Annalen Bd. 1. 











Durege, über die Formen der Curven dritter Ordnung. 165 


von den neun reellen Durchschnitten der Curve mit den drei reellen harmo- 
nischen Polaren nur ein einziger auf der Schleife liegender übrig bleibt, alle 
übrigen aber sich in dem Doppelpunkte vereinigen. Diese Curven gehören 
weder zu der ersten, noch zu der zweiten Gattung, oder wenn man will. 


gleichzeitig zu beiden, indem sie mit jener das gemein haben, dass von ihren 


Punkten zum Theil nur reelle, zum Theil nur imaginäre Tangenten ausgehen, 
mit dieser dagegen das, dass sie nur aus einem einzigen zusammenhängenden 
Theile bestehen. Der Uebergang von reellen zu imaginären Tangenten wird 
bei ihnen durch das Zusammenfallen derselben im Doppelpunkte vermittelt. 


Prag, 11. November 1871. 
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Ueber Functionen, welche ein den Functional- 
determinanten analoges Verhalten zeigen. 


(Von Herrn Rosanes in Breslau.) 


Aus drei binären homogenen Formen von gleichem Grade können 
durch paarweise Verbindung drei Funclionaldeterminanten und durch Wieder- 
holung dieses Processes drei neue Formen abgeleitet werden. Herr Ülebsch *) 
hat einen allgemeinen Salz aufgestellt und bewiesen, nach welchem die letzten 
drei Formen sich von der ursprünglichen nur um einen gewissen Factor 
unterscheiden. 

in analoger Weise, wie die Functionaldeterminante aus den ersten 
Ableitungen zweier binärer Formen gebildet wird, kann man die zweiten Ab- 
leitungen von drei binären Formen zu einer Determinante verbinden, welche 
die Eigenschaft hat, sich nur um einen constanten Factor zu ändern, wenn 
an Stelle der gegebenen Formen drei willkürliche lineare Verbindungen der- 
selben ireten. Werden nämlich die drei Formen mit fiff;, die Variablen 


mit ©. @ bezeichnet und die Ableitungen durch obere Indices unterschieden. 


f; 0° = O8, 0: En 


so hat die Determinante die Form 
Try en A 
| 12 »12 12 
fh f: [; ‚® 
KR RB 
\Wenn nun vier binäre Formen n»'“ Grades, fikfsf,. gegeben sind. 


so kann man hiernach aus ihnen vier neue bilden. welche bei passender 
Zeichenwahl %,, %s. %5. %, heissen mögen. Durch denselben Process. durch 


4 


#) Dieses Journal Bd. 69, p. 555 und Bd. 70. p. 174. 
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welchen die x aus den f entstanden sind, bilde man vier neue Formen 
vun ysw, aus den g; dann soll im Folgenden der Satz bewiesen werden, 
dass die Formen % den f proportional sind und zwar 


vv, = M.f,, y, = M.f:» Ye M.f;, da M.fı, 


wo, unter « einen numerischen Factor verstanden, 


T rg A ie Er 








f 
FOR a. pe ra Zu 
Di a ai 
- | fi 2 g* £* fi 2 | 
also ein volles Quadrat ist. 
Beweis. — Bezeichnen 4. #;. #,. %k, willkürliche Constanten. so 
kann man schreiben: 


>12 >12 »12 >12 
= h( Pk 6b Ri 

" un k;p, . 9 ) p)) . 

} Pr fi fr [3 
ki kh K & 
7 2 } 

Sind y,. y, beliebige Grössen, und multiplieirt man die vorstehende Gleichung 

mit der Determinante 

c 7 Yı Y Ö| 

20m pr My 0 

| 2: 2 M; UE 0 

0 0 0 | 


deren Werth bekamntlich gleich (9; — x,y,” ist. so erhält man, wenn wie 


üblich (xy) für &,9,— xy, geschrieben und die Bezeichnungsweise 


OF OF ‚OF 


I u - 
Pu IF, Yı 
ww i _ 2 


+ yet NN gr = RP = S(0R 


Br m” O2}; 


1 i 2 2 








CI 


u.s. f. in Anwendung gebracht wird: 


| of, If: If; If, | 
ee ah 
k, ) J } 


+ 
1) Zkylay)’ = n(n—1) 
Try. | 
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Da nun d(F.@G) = F.dG+G.dF und d(zy)=O ist. so folgt aus (1.): 
ie 
EA a 
BAWBEA- B 


2.) Zhl'y,(ay)| = Zhlay)dp,=n(n—1)’ 


\ 





| k, k> k; k; | 
und in derselben Weise aus /2.': 
Zhld,ip,(lay)) = Zh,(ay)’d2y, 
| En 2 Eh 
“) ti, eh hr, 
— nln—1)), _ I wi .I+ran—1) ,, w vg u 
| Of Ö,f: Of; Of, d4fı Ö;f: d4f, Öif. 
| I GER ae a ee! 





Zu beachten ist hierbei, dass die d-Operation bei einer Determinante (in der- 
selben Weise, wie die Dillferentialion) durch successive Ausführung an den 
einzelnen Reihen vollzogen wird. Diejenigen Determinanten aber, welche 
entstehen, wenn man diese Operation an der ersten oder zweiten Horizontal- 
reihe in der Determinante (1.) oder an der ersten in der Determinante (2. 
durchführt, verschwinden. 

Analog der Darstellung der Formen % durch die f in der Gleichung (1. 
können wir jetzt die % durch die g ausdrücken; es ist nämlich. wenn 
3(n—2)=p geselzt wird: 

| fı f3 Y; f; 


| 


KAZ OERTE Op; Of; 
| k, k; k; k; 


und folglich: 
| may may Play yalay) 
wi | | ei ey Ile play 
». BE en A 
a a play le 
| 


| 
| | 
/ rj k ) [ '; k | 


- 


Bezeichnet man nun die Determinante 
TEE 
a - RR 4 
Ion or dh RN 
| Ofı d>f: Ö; f; A 
2 ö ) 
of Gh Gh fe 
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mit P und ihre Unterdeterminanten derart mit P,,, dass P, den Coeffieienten 


\ 


von Ö;f; bedeutet, so werden nach (1.) 


und (2.) die Terme der ersten beiden 
Horizontalreihen der rechten Seite in (3.) bis auf den Zahlenfactor »(n—1)? 
den Grössen 
P;.» P5. Pos; P,, 

— Pı, Pa; — Pa, —P.,, 
und die der dritten Zeile in (3.) bis auf denselben Zahlenfactor nach Glei- 
chung (2“.) den Grössen 

Pı— (014), Pa—(014),, Pa-(014),, Pa— (014), 


gleich, wo (014),, ... die vier Determinanten dritten Grades aus den Elementen 
des Rechtecks 


ah ht 
oh dh IE | 
of Gh Ah fl 


bedeuten. Setzt, man diese Werthe in die Formel (3.) ein. so geht dieselbe 


in folgende über: 








P, P, P, Pu | 
Shylay)"=— je ” Pr ie 0:4 "\n(n—1)?? 
Br Pu—(041), Pa—(041), P3—(014), P,—(014), N 
be k; h, | 
ei a a 
| Bi 
= (pp 1)" n—1)P. Fk fß—| | 
'“ |(014), (014), (014), (014), 
| A, WERE Ge > 


Die letzte Determin ante aber 


plication mit 


leicht ersehen lässt. 


ZEky,(ay)" = 
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verschwindet 


Bere 
If, If, Of, Öf,| 


Be 
u 





“ 


+ 


| 








identisch, wie sich durch Multi- 


Demnach redueirt sich die vorige Gleichung auf: 


22 


—p(p-N) m (a1) P,Ek;f,. 
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Um hier endlich den Factor (xy)'" zu beseitigen, schreiben wir: 





11 plll plit pil 2 2 F 
A kb A\|ls Ti YıFı Yı | 

12 pi? pii2 2 2 2 2 
nA) (n—2) P ke hf Bam aiy+2arHY Yırıt?yıyırı 3yıyı 
NnNMTI) INT) E | 1 p2 pr pa’ u 2 | 21? 
eh fh | Bam ayıt2aaY yrıt2Yyıyar 3: 


= 
7; X Ya Yıkı N 











ug gg rg I 


wo die zweite Determinante den Werth (xzy)” besitzt, und finden daher unter 
Einführung eines numerischen Factors u: 


‘ 


fi 11 fi 11 ra fi 11 
fi 12 > 12 ß 12 fü 112 
ee . a rg 9 
| p222 222 222 222 
MED 


7 
= 





v= uf =1, 2, 3, 4) 








wie behauptet war. — 

Das bewiesene Theorem hat ebenso, wie das die Functionaldeter- 
minanten betreffende, eine einfache geometrische Bedeutung. Versteht man 
nämlich unter S5,5.5;5,; die Coordinaten eines Punktes im Raume und fasst 
x,:x, als veränderlichen Parameter auf, so repräsentiren die Gleichungen 
os; = f; eine Raumcurve x!“ Ordnung vom Geschlecht Null. Die Schmiegungs- 
ebene « dieser Curve im Punkte 5 hat die Coordinaten: o«,=%,. Hier- 
durch werden die Ebenen derjenigen abwickelbaren Fläche dargestellt, welche 
die gegebene Linie zur Rückkehrkante hat. Demnach müssen die Gleichungen 


‚=Yy, T,=VY, 


In 
Im 


ı= UV, T 


Ur 


T =, 7 


wieder die gegebene Linie darstellen, d. h. die w den f proportional sein, 
Der hierbei auftretende Factor 


Frag e Er Pia 
| | 
fi gg” gr gr | 
fi" a. a a! 
Fuge ee er ar 

liefert, gleich Null gesetzt. diejenigen 4(»— 3) Pun'te, deren Schmiegungs- 
ebenen stationär sind *). Für »=3 ist dies die Bedingung, unter welcher 
die Curve dritter Ordnung in einer Ebene enthalten ist. 


*) S. Salmons Raumgeometrie, bearb. v. Fiedler, Theil U., art. 67. 
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Sowohl in Bezug auf die Anzahl der Variablen, als in Bezug auf 
den Grad der Ableitungen ist der obige Satz der Erweiterung fähig. Aus 
I!n(m-+1) Formen mit m homogenen Veränderlichen ist eine Determinante 


der zweiten Ableitungen ebenso zu bilden, wie aus drei binären; aus 
im(m-+1)-+-1 solchen Formen f entstehen dadurch ebenso viele neue, y, und 
aus diesen auf dieselbe Art ebenso viele neue Formen vr. Die w sind den 
f proportional. — Endlich lassen sich die dritten Ableitungen aus vier binären 


Formen zu einer Determinante zusammenstellen u. s. f. 
Breslau, im April 1872. 
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Ueber dıe Darstellung binärer Formen als 
Potenzsummen. 


(Von Herrn Rosanes in Breslau.) 


Von den binären Formen ungeraden Grades hat Sylvester gezeigt, 
dass eine jede sich in ein Aggregat einer bestimmten Anzahl von Potenzen 
linearer Formen überführen lässt. Durch eine ähnliche Methode ist man im 
Stande, » gegebene binäre Formen x!°° Grades als lineare Verbindungen der 
vollständigen Potenzen derselben z linearen Formen darzustellen, gleichviel 
ob » gerade oder ungerade ist. Diese Darstellung soll im Folgenden nach- 
gewiesen werden. Dabei ist die Methode der symbolischen Bezeichnungs- 
weise benutzt worden, weil der hier auftretende Satz, betreffend die Dar- 
stellung symbolischer Producte, als Summen von Potenzen, für die Trans- 
formation algebraischer Formen in Potenzsummen überhaupt von allgemeineren 
Interesse zu sein scheint. 

Es seien a) x, &x, »»- @,, die symbolischen Ausdrücke für » binäre 
Formen »t@" Grades und hierin 


dx = d,X, ra 
Setzt man dann zur Abkürzung 

‚Au a 

Pa Pr 
so repräsentirt die Gleichung 


(1.) (a,pı) (@,p>)..- (a;p,) — () 


für i=1,2,... n ein System von » linearen Gleichungen zwischen den 
Paı 





elementaren symmetrischen Functionen der Verhältnisse .„ welche somil 


Pı2 
dadurch als die Wurzeln einer Gleichung x!“ Grades mit rationalen Coefli- 
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e u . j . . D I 
cienten vollständig definirt sind. Dieses Werthsystem Eu Pr; La benutzen 


Pi: Pr2 


wir in der folgenden Betrachtung. 

Versteht man unter ,0...0, irgend eine Permutation der Zahlen 
12...n und setzt 
(4,P,.) (4 P9,).--(UP,,) 


ee z ar -——— A 
(Pe,Pe: (Po, Po,) +++ (Po, Po,) i,0,3 





o 
- 


so soll zunächst gezeigt werden, dass A,, bei Vertauschung irgend zweier 
der Indices 0,0;,...o, keine Aenderung erleidet. In der That. vertauscht man 
etwa 0 mit 0; und nennt für den Augenblick das Resultat A’, so ist (der 
Index © mag bis auf Weiteres weggelassen werden): 


a ' f \ 
A-A= (ag,)(a0,)..- (ap, 


0 
Sı 





{ / \ 7 \ / \ z ’ 
— 2 > R —— (40; )(0,0;:)— (40.)(0,0 h 
N\8/ - \ f N \ NA/\ ı 03) Ks, l 2/9 
(8,0,)° (8,0, (0,0,)---(0, 04) 925: 


wenn zur Abkürzung für die p bloss deren Indices geschrieben werden. Da 
aber die hier auftretende Differenz 


(402) \0103) — (A093) \0ı102) = (A091) \0rP3, 


PL 


ist, so ergiebt sich auf Grund der Gleichung (1.): 


Ich führe nun die » linearen Functionen 
pr = Prutıt PR 13...) 
ein und multiplicire beide Seiten der Identität 
a.(919) = 9,, (Ar) —Y,,(a0ı) 


mit (a0,)(a0;)...(ao,), so fällt rechts das zweite Glied in Folee der Glei- 
chung (1.) fort, und es bleibt: 


/ \ z \ f \ P \ ER s \2 \ s 
4. 01 03) . \d03) ‚ao; ... AO.) — Yf D, @0;) ‚ao;) ... AO)» 


oder mit Benutzung der Bezeichnung (2.): 


€ 


u‘ f / 3 / \ { wz f \ 
(2°.) a.(00;) (a0;)...(a0,) = A,,%e (0102) (0103) +. (010). 


Es lässt sich mithin das Product von a, mit »—1 Factoren (ao,) durch das- 


x 


jenige y,, ausdrücken, dessen Index o, im Producte nicht vorkommt. 
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“ 


Dieses Ergebniss kann dahin erweitert werden. dass das Product 
ten Grades in x (für A=1,2,... n) 


a’ (a9;.1)(a0;.2)...(a9,) 
sich aus den 4ten Potenzen der A Formen 


Posi Por 4% Be 


Li 


linear zusammensetzen lässt. Es beruht dies auf dem Satze: 
Besteht für jede Permutation 9,02...0, und für einen bestimmten Werth 


von 4 die Identität: 


(* a: i f a ; \/ \ f \ 
(3.)  ar(laP741)---(a9,) = ZA, %, (0,0141) (0112): (&0,), 
k “k Sk 5) I Y N ' J J 


so besteht dieselbe auch für den Werth 3-1. 


Um ihn zu beweisen, multiplieire man beide Seiten der Identität 


f \ . f \ r 
A 'N; | mn [ ur een ® 
ax PH 9a, Pe, ,, 91) Pe,\adi- 1) 


” 


mit a4;(a0,.,)...(ao,). Man erhält alsdann 


vn) 


i-H-1 / \y 
Pr (0,,10;) (Qa9;42)...(ao,) = Per (ao,)(a9;.2)(a9,:5)...(ao,) 
(4.) 
vn) 17 Pe : I 
— Pe, 4x \AP1; ı) (042)... (aP.). 


Hier ist das zweite Glied der rechten Seite unmittelbar nach (3.) ausdrückbar. 
Für das erste Glied ergiebt sich nach derselben Formel, wenn man darin 
0, mit @,,, vertauscht, der Werth: 

\ 


< if / , 
Po, Ale, Pe, (902) (99242) - (On): 


(k=1,2,... 4-1, 241) 


und somit, wenn man die Werthe in (4.) einträgt: 
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A+L/ \f \ 
a (a9;4>)(Q9743)---(a0,)(O;:10,) 


ia y 4 \/ 
. Po, r — A, Pr, (9x9;) (0r0342 +2, . (0, 0 vn, 


Ä+l Kel,..d—hiA+t °%°°%k 


kA 
2 
FIR Fo, A, fe, (0; 0; a) RNN (9; Q,) 


ki 
© 1 \f / \ \1 
ZZ 2 A, p, (0:0, t 2) Een (0x P. Po, \% 0,) er Po. 9, @ 741) 
k—1 SE’ Si-HL yi 
AH \ \ 
+A,, FR. A, 9 102) (Orr 0242)-- 1 On) 
A+1/ \ \ 
da A, Pr, \ 0; 0) t 1) (0; O7+2) ® (0, ®,. 
k=Ä+1 
u y i \ 
= (949) £ 4,92" (00242) (010343)-- (90n), 


woraus nach Beseitigung des Factors (0,.,0,) die Behauptung folgt. 
Für 4=1 ist die angenommene Darstellung in Formel (2".) bereits 
ausgeführt. Sie gilt daher auch für die übrigen Werthe von A, d.h. es ist 


für <©=12...» und / = 





a; (9241) (G9142)-- (a9) = SA, 9, (919741). (940 


iıNVn, —En/? 
ae 


Wählt man hier für 4 den Werth z, so gelangt man schliesslich zu 
der gesuchten Darstellung der » gegebenen Formen, nämlich: 


kn kn k—n 
n Du % n De  y R n 1 ’ y 7} 
dx=S Auf; x = Fa u rare ae -- 1. Pk. 


Aus den » Formen lassen sich also auf » Arten lineare Verbindungen 
zusammensetzen, welche »'* Potenzen werden. Dass die Darstellung durch 
Potenzen eine völlig bestimmte ist, ist leicht einzusehen, da eine solche 
durch wiederholte Polarenbildung zu den Gleichungen (1.) führt *). 


*) Setzt man symbolisch das Product der » linearen Formen g,.9,-... = nt", SO 
besteht zwischen z“ und jeder der » Formen a; „ die kelation (a,r)" = 0. Umge- 
kehrt, verschwinden diese simultanen Invarianten von r' mit a“ wre. BO lassen 
sich diese als Summen der Potenzen der linearen Faetoren von n” darstellen. Das 
Verschwinden der simultanen Invariante («7)* zweier binärer Formen a", "ist noth- 


wendig und hinreichend, damit jede von ihnen sich als Summe der Potenzen der 
Linearfactoren der andern darstellen lasse. 
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Für »=3 liefern die Gleichungen 


9G=0, 9=0, =0 


i 


die Werthsysteme —, welchen die drei Wendepunkte der durch die Glei- 


> 


chungen 
Bun 3 e 3 EM ; 
9.51 = Aı,x; 0.9 = Gy; e s3=4;, 
dargestellten ebenen Curve dritter Ordnung entsprechen. — Für n=4 er- 


geben sich aus den Gleichungen 


91=0, 9=0, =0, =0 


4 


1,X 


diejenigen vier Punkte der durch das System 0.5, =a;, dargestellten Raum- 


curve vierter Ordnung, deren Osculationsebenen stationär sind. 


Breslau, im April 1872. 











Ueber die Darstellung der Funetionen complexer 
Variablen, insbesundere der Integrale linearer 
Differentialgleichungen. 


(Von Herrn L. Fuchs in Greifswald.) 


. 


/m eine mehrdeutige Function f(z) einer complexen Variablen von 
einem Punkte A der z-Ebene längs einer vorgeschriebenen Curve Z bis zu 
einem anderen Punkte 3 der Ebene fortzusetzen, wird bekanntlich die Curve 
L in solche Abschnitte zerlegt, dass jeder einzelne einem Gebiete angehört, 
innerhalb dessen f(z) eindeutig und stetig ist. Die innerhalb dieser Einzel- 
gebiete gültigen Entwickelungen dienen alsdann dazu, den Werth der Function 
von Abschnitt zu Abschnitt, und demnach auch den Endwerth in B zu be- 
rechnen. Dieses Verfahren leidet ausser an der grossen Beschwerlichkeit in 
der praktischen Durchführung an dem wesentlichen theoretischen Mangel, dass 
dasselbe nicht a priori den Zusammenhang zwischen den Werthen der Function 
am Anfang und am Ende des Weges J, erkennen lässt. Selbst wenn es ge- 
lingt, für die Function f{z) eine einheitliche analytische Darstellung. welche 
in der ganzen Ebene gültig ist, zu finden, z. B. eine solche, wie ich sie für 
die Integrale linearer Dilferentialgleichungen in den Annali di Matemat. d. d. 
Brioschi e Cremona, Ser. Il., tom. IV., fase. I. gegeben habe, werden der 
Natur der Sache nach die einzelnen Glieder der Entwickelung vom Fort- 
setzungswege abhängig sein, es wird mithin dieselbe Schwierigkeit auf die 
einzelnen Glieder zurückfallen. 

Die folgende Arbeit hat die hier aufgeworfene Frage zu ihrem Aus- 
gangspunkte genommen. In derselben wird gezeigt, dass man durch algebraische 
Hülfsmittel die s-Ebene in zwei Gebiete @, und @, zerlegen kann von fol- 
sender Beschaffenheit: 

Das eine Gebiet @, ist ein endliches, das andere @, der übrig bleibende 
unendlich grosse Theil der Ebene. 

Die Grenze zwischen beiden Gebieten ist eine sich selbst nicht schnei- 
dende algebraisch bestimmbare Curve, und die sämmtlichen endlichen singu- 
lären Punkte der Function befinden sich auf derselben. 
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Innerhalb des Gebietes @, ist f\s) eindeulig und stetig, innerhalb @, 
nur für 3 = wo nicht eindeutig und stelig. Es werden für jedes dieser Ge- 
biete Reihenentwickelungen der Function gegeben, welche bezüglich innerhal) 
der ganzen Fläche gültig sind. Die Entwickelung innerhalb @, liefert die 
durch die Umläufe um oo von einander verschiedenen Werthe auf ähnliche 
Weise, wie eine nach Potenzen von z fortschreitende Reihe. — Die Her- 
leitung dieser Entwickelungen setzt nur voraus, dass man einen Zweig einer 
bestimmten algebraischen Function von z, der innerhalb @, eindeulig und 
stelig ist, für jeden Werth von z innerhalb dieses Gebietes zu berechnen 
verstehe. 

Der Zusammenhang der Funclionswerthe des einen und anderen Ge- 
bietes ist von dem Verhalten der Function in den Umgebungen der auf der 
Grenze liegenden singulären Punkte derselben abhängig. Ist derselbe er- 
mittelt, und führt eine Curve Z von einem Punkte A des einen Gebietes zu 
einem Punkte B des anderen Gebietes, so lässt sich, wenn der Ausgangs- 
werth der Function in A bestimmt ist, der Werth derselben in B berechnen, 
ohne dass man die Zwischenstufen der Werthe längs der Curve durchzu- 
machen hätte. 

Der Zusammenhang wird für die Integrale linearer Differentialglei- 
chungen aufgestellt, und somit für diese das gestellte Problem vollständig gelöst. 


Erste Abtheilunse. 
1. 


er 
un 
un 
& 
— 





(w) 
1.) Fw) _- Bi _ - 
Pi wg(w) 
worin f(w) und g(w) ganze rationale Functionen bedeuten, welche für » = 0 
nicht verschwinden. Ferner seien die beiden complexen Variablen » und 
wc, mit einander durch die Gleichung 


F(w,) — F(w) 
w — Ww 


2.) vlw,w)= = 0 





verbunden. 
Dem Werthe »=0 entsprechen von Null verschiedene Wurzeln w, 
der Gleichung (2.). Ist daher X, eine mit dem Radius r um den Anfang 


der w beschriebene Kreislinie, so befinden sich die einem Punkte w der 
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Fläche desselben zugehörigen Wurzeln 0, der Gleichung 2.) sämmtlich ausser- 
halb K,. wenn r eine gewisse Grenze nicht überschreitet. 

Diese Grenze sei r=R,. und A die mit R beschriebene Kreislinie. 
Es befindet sich alsdann der Arnahme nach keiner der irgend einem Werthe 
w des Inneren von Ä entsprechenden Werthe we, ebenfalls innerhalb K. Es 
ist aber auch keiner dieser Werthe w, auf der Peripherie K gelegen. Ge- 


() des Inneren ein Werth 


selzt nämlich, es entspräche einem Werthe @o = w 

ı, = wa” der Peripherie von K, so würde auch wegen der Symmetrie der 

Gleichung (2.) in Bezug auf w und w,. dem Wertbe «= w\’ der Peripherie 

ein Werth @, = w“’ des Inneren von Ä entsprechen. Da aber w,. so lange 

es endlich ist, sich mit «@ stetig ändert. so würde alsdann auch einem dem 

= w‘” hinlänglich nahe im Inneren von K gelegenen Punkte «» ein Werth 
( 


ıw, entsprechen, der in der Nähe von w, = w“’ ebenfalls im Inneren von K 


befindlich wäre. — Aus demselben Grunde ist auch kein Punkt w,, der einem 
Punkte «» der Peripherie A entspricht, im Inneren gelegen. — Es wird daher 


auf der Peripherie X einen oder mehrere Werthe » geben, zu denen eben- 
falls auf der Peripherie befindliche Werthe w, gehören. 

Der Kreis K ist demnach der grösste der Kreise /X,, welche die 
Eigenschaft haben, dass die irgend einem Werthe «© des Inneren derselben 
zugehörigen Werthe :», ausserhalb derselben befindlich sind. Sein Radius R 
ist eine von Null verschiedene Grösse. Wir wollen den Kreis K den zur 
Function F(w) zugehörigen Grenzkreis nennen. 


Innerhalb des Kreises K liegt keine Wurzel der Gleichung 


3.) F(w) = 0, 


wo F'(w) die Ableitung von Fe) bedeutet. Denn sei », eine Wurzel dieser 
Gleichung, so genügt der Gleichung (2.) w,=w= w,. Defände sich nun ww, 
im Inneren von K, so würde auch Werthen «© innerhalb X, die hinlänglich 
nahe an 0, liegen. Werthe ww, ebenfalls innerhalb A in der Nähe von w, 
entsprechen. 
Die Wurzeln der Gleichung: 
(4. g(w) = V 


liegen ausserhalb X. Denn da dem Punkte © = 0 des Inneren von Ä ausser 
v=»x die Wurzeln der Gleichung g(w,)=0 zugehören, so befindet sich 
jede der letzteren aus den oben angegebenen Gründen ausserhalb A 


Hieraus ergiebt sich auch. dass nur, wenn g/ıw) eine Constanle und 
23 Ki 
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fiw) eine für == nicht verschwindende »-ganze rationale Function ersten 
Grades ist, der Grenzkreis die unendliche Ebene umfasst, in allen übrigen 


Fällen aber ist AR eine endliche Grösse. 


2. 

Beschreibt der Punkt w einen Kreis K,, so beschreiben die zuge- 
hörigen Wurzeln der Gleichung (2.) vor. Nummer Curvenzweige G,, G,, 
welche wir als die mit K, zusammengehörigen Curvenzweige bezeichnen. 
Ein Punkt © von K, und ein Punkt ve, einer Curve C, sollen entsprechend 
heissen, wenn 0, mit @» durch die Gleichung (2.) vor. Nummer verbunden ist. 

Die mit einer vom Grenzkreise M eingeschlossenen Kreislinie X, zu- 
sammengehörigen Curvenzweige haben nach der vor. Nummer weder mit dem 
Inneren noch mit der Peripherie von K einen Punkt gemeinschaftlich: Die 
mit A zusammengehörigen ÖCurvenzweige dagegen haben mit der Peripherie 
von K einen oder mehrere Punkte gemeinschaftlich, treten aber nirgendwo 
in das Innere desselben ein. Die letzteren Curven seien CE’, €’, ..., und es 
habe €’ mit K den Punkt w’ gemeinschaftlich. Es können alsdann zwei 
Fälle eintreten: 

Entweder ist w' als Punkt von & dem w als Punkt von K ent- 
sprechend. Es wird alsdann die Gleichung (2.) in vor. Mummer durch 
vw, =w=«w' befriedigt, d.h. es ist w' eine Wurzel der Gleichung (3.) vor. 
Nummer. 

Oder es ist w' als Punkt von © einem anderen Punkte o» = w"” von 
IV entsprechend. Es erlangt alsdann, wenn nicht die Curve © längs einer 
:c' enthaltenden endlichen Strecke auf W fällt, der Modul von w, längs der 
Curve © für den Werth «= 0" den Minimalwerth R. Es ist also unter 
allen Umständen, wenn man 


v=re", w=ne" 
dr 2 ’ R ’ 
setzt, . für e=w", w,=w' Null oder unendlich. 
( 


Nun folgt aus Gleichung (2.) vor. Nummer 
oy 


j \ gi . ow r h 
Fe — [e!'dr + widp]+ —,, [e"dr, +w,idgy,] = d. 


ow i 





Bewegt sich » auf der Peripherie K, w, auf €, so ist dr=0, also 


‚g\ ov ., Oy ‚dr .dy 
(2. mr le ti I=(. 
cw ow dp dp 








i 
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Bezeichnen wir den Werth von 
| co 
— Io 
om "on P 
——— für v=w, w=w 
ow 
— m, 
ow, 
mit A+Bi, so folgt aus Gleichung (2.) 
ten dr de h . 
(3.) —t— RB, ER. cu — 4A ir ve=w, w=w.. 
; dy i dy 


Da AR weder Null noch unendlich ist, so folgt also 
B=0 ode B=., 


. “ N € . C al 
Es sei 1) B=x. so ist auch. da — 
j j oW 


fürroe=w’, w,=w' nach No. 1 


” für dieselben Werthe Null. d.h. 


oU 
w; 


endlich ist, 


F’(ie') "F(w) — F(w") | 
wo — wo" (wo — w 


d.h. da ©’ und ww” von einander verschieden aneenommen wurden. und nach 


(2.) vor. Nummer 


Gleichung ( 


F'(w') 0. 
Es wäre demnach «' eine Wurzel der Gleichung (3.) vor. Nummer. 
Es sei 2) B=V0. 
Die Durchschnittspunkte eines Kreises X, mit den mit AK, zusammen- 


\ 


gehörigen Curvenzweigen ergeben sich aus der Gleichung (2.) vor. Nummer, 
wenn man in derselben ® =rer und we, = rer" setzt. Die Sonderunge des 
reellen und imaginären Theiles liefert alsdann zwei Gleichungen zur Be- 
siimmung der Werthepaare g und g, als Functionen von r, welche Durch- 
schnitispunkten entsprechen, derart, dass der Durchschnittspunkt re’ der Kreis- 
linie K, und der mit ihr zusammengehörigen Curve E, dem Punkte re’ des 
Kreises K, entspricht. 

Die Durchschnittspunkte sind imaginär für alle Kreise innerhalb X; 
es ist wenigstens einer reell für X selber. Für diesen Punkt sei w=w"=Re!“, 
w,=w = Re’. Ist für diese Werthe _ nicht Null, d. h. ©’ nicht Wurzel 

l 
der Gleichung (3.) vor. Nummer, so entsprechen den Werthen «© innerhalb 
einer hinlänglich kleinen den Punkt ww’ umgebenden geschlossenen Curve 


Werthe von ıc, ebenfalls innerhalb einer den Punkt «’ umgebenden ge- 





















182 Fuchs, Darstellung der Funclionen complexer Variablen. 


geschlossenen Curve, und zwar die innerhalb K fallenden Werthe vo, den 
ausserhalb X fallenden Werthen :». Daher werden die Kreise X, für Werthe 
von r >> bis zu einer gewissen Grenze von einer der mit ihnen zusammen- 
gehörigen Curven geschnitten. Eine Ausnahme bildet nur der Fall, dass die 
mit A zusammengehörigen Curven. welche X treffen, in ihrer ganzen Ans- 
dehnung auf K fallen. In diesem Falle können die Durchsehnittspunkte für r>> A 
wenigstens bis zu einer gewissen Grenze ebenfalls imaginär sein. 

Für die Grössen y und g, als Functionen von r ergiebt sich aus 
Gleichung (1.) 


RE, „dp om en dr 
4.) —— [e' + | + — [er FW, - Zi = Wi 
j / " dr 


> ow En M r . . 
Der Annalıme nach ist — = für e=w”, w,=w' nicht Null. Es ereieb! 
CO D, a > 


sich also aus Gleichung (4.) für w=w, w=w': 


mn \ 1 ri: S 1 ‚dp, C 
(9. Alr- +: TE +7 + = 0. 


Wenn nun nicht die mit K zusammengehörigen und A trelfenden Curven- 
zweige in ihrer ganzen Ausdehnung auf K fallen. so sind nach dem Obigen 
p und y, für r_—R bis zu einer gewissen Grenze reelle Funclionen von r. 


Es folgt alsdann aus Gleichung (5.) 
EEE 
(- %} ’R Pain 
oder da R endlich und von Null verschieden: 
f > \ 
(6.) A _— —], 


Die Gleichung (1.) giebt alsdann für w=w", w, = w 
. dr j FR 
7.) —-+idg, = — +tidg, 
.,, R = fı R f: 
woraus sich ergiebt: 
8) men Mm. 


Ist aber ©» dem «” in beliebiger Richtung unendlich benachbart und innerhalb 
K gelegen, also dr negaliv. so muss den obigen Eigenschaften des Grenz- 

. r a) “0 r . ! 
kreises K zu Folge das zugehörige ww, ausserhalb A unendlich nahe an w 


liegen, also dr, positiv sein, was der ersten Gleichung ($.) widerspricht. 
© ' .. . ’ „ . 
verschwinden, oder w'=w" sein. 





Demnach muss für = wo", w,=w', 


y 5) 


i 
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Wir gelangen also in beiden Fällen zu dem Resultat: 

Wenn die mit K zusammengehörigen und K treffenden Curven nicht in 
ihrer ganzen Ausdehnung auf K fallen, so sind die Durchschnittspunkte der- 
selben mit K Wurzeln der Gleichung (3.) vor. Nummer. 

3. 
Der Fall, dass die mit dem Grenzkreise zusammengehörigen und den- 


selben treffenden Curven in ihrer ganzen Ausdehnung auf ihn fallen. tritt 


z. B. ein, wenn 


(1.) fu 2 A, -A,w+ Aw, 
7 gi) 1. 
Die Gleichung (2.) No. 1 wird: 
(2.) A,— A; %w m; — (). 


Mit einem Kreise K, gehört eine einzige Curve zusammen, nämlich ein Kreis 
K,.,. dessen Radius 


“ ’ | 
8.) r = —ınod.- 
r A, 


Da beide Kreise concentrisch sind, so können sie sich nur treffen, wenn sie 
zusammenfallen, wenn also 


4) r=r=ymod.Ö- = R. 


Der Kreis mit dem durch diese Gleichung bestimmten Radius ist der Grenz- 
kreis für dieses Beispiel. 

Die Gleichung (3.) No. 1 wird: 

5.) A-Aw = 0. 
Man sieht, dass die Wurzeln dieser Gleichung sich auf der Peripherie des 
Grenzkreises befinden. 

Wir wollen zeigen, dass allgemein wenn die mit dem Grenzkreise zu- 
sammengehörigen und ihn treffenden Curven in ihrer ganzen Ausdehnung auf 
denselben fallen, auf der Peripherie desselben sich Wurzeln der Gleichung (3.) 
No. 1 befinden. 

Es folgt nämlich für die correspondirenden Punkte der Peripherie 
K und einer mit K zusammengehörigen und auf sie fallenden Curve, da gleich- 





zeig dr=0, dr, =0 aus Gleichung (1.) vor. Nummer 


Fr 
’ 


‚pP coW oW 
6. — eodo+——- w.do, = d. 
\ ) cow pP om 1 pi 


i 
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Hieraus ergiebt sich, dass für solche correspondirenden Punkte 


ow 
———Ww 


om 
or 


—i, 
ow, 


reell ist. Es geht daher für solche correspondirenden Punkte die Gleichung (1. 
vor. Nummer über in: 
AT -+idp)+ So +idg, = GR 
h Rh 
(7.) dr, =-Ad, dp, = -Adg. 
Bezeichnen wir wieder mit @e=w", w,= w' zwei solche correspondirenden 
Punkte, so entspricht den Eigenschaften des Grenzkreises zu Folge einen 
dem 0’ unendlich benachbarten im Inneren von #KX befindlichen Werth 
ein dem «’ unendlich benachbarter ausserhalb X befindlicher Werth w,. d.ı. 
einem negaliven dr ein posilives dr,. Die erste Gleichung (7.) ergiebt daher. 
dass A positiv ist. Bewegt sich nun der Punkt ww, um die Peripherie K zu 
erzeugen, so bewegt sich gleichzeitig w,, um die correspondirenden Punkte 
der mit A zusammengehörigen Curve zu erzeugen. Aus der zweiten Glei- 
chung (7.) ergiebt sich, dass sich die beiden auf der Peripherie K bewegenden 
Punkte = und ww, in entgegengesetzter Richtung bewegen, und da »w jeden- 
falls einen vollständigen Umlauf vollzieht, so folgt, dass sie sich begegnen 
müssen, also zwei correspondirende Punkte zusammenfallen. Für solche aber 
geht die Gleichung (2.) No. 1 über in 
F(w) = d. 

Da innerhalb des Grenzkreises keine Wurzel der Gleichung (3.) No. 1 be- 
findlich ist, so ergiebt sich als Resultat der Untersuchung dieser drei Nummern 
der Salz: 

Der Radius des Grenzkreises ist der Modul derjenigen Wurzel der 


Gleichung 
(A) F(w =0, 


welche unter allen Wurzeln derselben den kleinsten Modul hat. 


4. 
Es werde die complexe Grösse z mit der complexen Grösse ww durch 


die Gleichung 


1) z= F(iw) 
verbunden, wo F(w) dieselbe Bedeutung hat wie in No. 1. 
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Jedem Kreise A, in der w Ebene entspricht eine geschlossene Curve 
C. in der z Ebene; dem Grenzkreise K enispreche die geschlossene Curve 
(6, welche Grenzcurve heissen möge. 

Die den Kreisen X, innerhalb KM entsprechenden Curven (€, schneiden 
sich weder selbst noch unter einander. Denn von den einem solchen Schnitt- 
punkte z zugehörigen Wurzeln ww der Gleichung (1.) müssten mindestens zwei 
verschiedene sich innerhalb des Grenzkreises K befinden. Dieselben seien 


vw und ®,. so würden sie die Gleichung: 


| Fi F(w,\ 
2 nennen 2 MB 
f U — w, 


befriedigen. Dieses ist aber der Definition des Grenzkreises zu Folge nicht 
möglich. 
Eliminirt man z zwischen der Gleichung 
DE diole).w] df(ie 


ge -=0 


dır dır 


und der Gleichung (1.). so erhält man die Gleichung 

(4. F(w) =. 
Die den Wurzeln dieser Gleichung entsprechenden Werthe von z sind also 
die Verzweigungspunkte der algebraischen Function ©» von z, Gleichung (1.). 

Zwei Curven C, und Ü©,, welche zwei unendlich benachbarten Kreisen 
innerhalb A entsprechen, liegen so, dass diejenigen Punkte, welche zwei un- 
endlich benachbarten Punkten der beiden Kreise entsprechen, selber unendlich 
benachbart sind. dass also die eine Curve von der anderen ganz um- 
schlossen wird. 

Da nun C, für unendlich kleine r ganz im Unendlichen, für endliche 
von Null verschiedene, hinlänglich kleine r ganz im Endlichen sich befindet, 
so folet, dass von zwei Curven (,, die zu verschiedenen Kreisen innerhalb K 
gehören, diejenige die andere umgiebt, welche dem kleineren Kreise entspricht, 
und dass die Curve (C, sich nach allen Richtungen ins Unendliche erstreckt. 

Es sei F die von der Grenzeurve Ü in der 3 Ebene eingeschlossene 
Fläche, so ergiebt sich aus dem Vorhergehenden, dass, wenn r von Null bis 
ft wächst, die Ebene z sich mit einer Schaar geschlossener, continuirlich an- 
einander liegender und sich umschliessender Curven €, erfüllt, welche die 
sanze Ebene mit Auschluss der Fläche F einfach bedecken. Diese von ihnen 
bedeckte Fläche heisse F’. 
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Es entspricht alsdann jedem Punkte der vom Grenzkreise einge- 
schlossenen Fläche in der » Ebene nur ein Punkt der Fläche F’ in der 
3 Ebene, und umgekehrt, oder beide Flächen sind Abbildungen von einander, 


- 


>. 
Es seien in der z Ebene die Punkte z,,. z, ... 2„;ı gegeben, so 
kann man die ganze rationale Function m*®® Grades y(w) so bestimmen, dass 
die Function 
i g(w) 
1. wo 
(1.) - 
für die willkürlichen Punkte &,, &, ... @„,, in der w Ebene resp. die 
Werthe 3,, 3, ... &„.ı liefert. In der That sei 


[A 


f(w) = (w—-a)(w—0o,)...(w— tr), 
ur N 
f. f ) a _fw) 
u\ J Pet ’ 
w— a; 
so ist 
m-+-1 pn 
/% \ di ar 
2.) olw) = SF; ——f.(w\ 
a u a a 5 


wo f'(w) die Ableitung von f(w) bedeutet, die gesuchte Function. 
Allgemeiner ist die Function: 
g(w) + ywlw)f(w) 


9) 3= 


ıD 





für eine beliebige rationale Function von w, die für keinen der Punkte 
&ıs &as 2. 7 unendlich wird, von derselben Eigenschaft. 


Der Radius des Grenzkreises der Function (3.) ist nach No. 3 der 
kleinste Modul der Wurzeln der Gleichung: 


Ef 


4) wg'(w)—p(w)+w[p(w)f (w)+fw)y (w)]—w(w)fe) = 0, 


‘ 


wo die Ableitungen durch obere Accente angedeutet sind. 
Es seien insbesondere &,, &%, ... @&,.ı die m+1 Wurzeln der 


Gleichung: 
(9.) u | un 0, 


so geht die Gleichung (4.) über in: 
(6.) wp(w)—gplw)+w(w)[mw”t-+1]+ww(w)(w""—1) = 0. 
Ist der Radius des Grenzkreises der Function (1.) grösser als Eins, 
oder was dasselbe ist, sind die Moduln der Wurzeln der Gleichung: 


7.) wy(w)—y(w) = 0 
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sämmillich grösser als Eins, so wählen wir w(w)—= 0. Ist dagesen der Modul 


von mindestens einer der Wurzeln der Gleichung (7.) kleiner oder gleich 
Eins, so wählen wir (ee) so, dass die Moduln der Wurzeln der Gleichung (6.) 
sämmtlich grösser als Eins werden. Den Nachweis der Möglichkeit einer 
solchen Wahl und die wirkliche Herstellung einer der gemachten Anforderung 
genügenden Funetion (we) wollen wir im Folgenden geben. 


6. 
Wir wählen: 


er a 
(1.\ Pi) — 
(A “ Eu  wrtı_ ß? 


wo a und  Constanten, und zwar letztere von Eins verschieden. Setzen 
wir zur Abkürzung 








2.) vg (w)-y(w G(w), 
so geht die Gleichung (6.) vor. Nummer über in: 
ae "+ — (m-+ 2 — mP)w" +14 P] | 
/« \ v/f a 2 BE ac, _ 0 7 ı ef Au A ' i e 
(3.) ( Ma J (10” 4 1 "a B 2 - 0. 
Zunächst wollen wir 5 so bestimmen, dass die Function: 
; dh omr+l) —- (m +2 — mA)wr ti 
(4.) H'w) = ————— — nenn 


(wtl — 9)? 
innerhalb des mit dem Radius Eins um den Anfang der = beschriebenen 
Kreises E und auf der Peripherie weder Null noch unendlich wird. Ist 
dieses erreicht, so sei M der Minimalwerth des Moduls von H’w) innerhalb 
und auf der Peripherie von E, N der Maximalwerth des Moduls von @(w) 
innerhalb desselben Kreises und dessen Peripherie, so darf man a nur so 
wählen. dass 


9.)  Mmod.a>N, 
um zu erreichen, dass die Wurzeln der Gleichung (3.) oder 
(6.) G(w)—aH(we) = 0 
sämmtlich ausserhalb E befindlich sind. 
‘s ist nun erstlich ersichtlich, dass 
mod. > 1 

sen muss. Selzt man nämlich den Zähler von H{w) gleich Null, so ist 
mod./? das Product der Modulen der Wurzeln der gebildeten Gleichung, 


welche sämmtlich grösser als Eins sein sollen. 


24* 
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Wählt man mod. >1, so wird He) innerhalb E und auf der Pe- 
ripherie von E nicht unendlich. Wie 5 näher zu bestimmen ist, damit Hr 
auch innerhalb derselben Grenzen nicht verschwinde,. soll nunmehr ge- 


zeigt werden. 


6 
Aus der Abhandlung des Herrn Hermite (extrait d’une lettre ü 
M. Borchardt, dieses Journal, Bd. 52. p. 45) ergiebt sich nämlich leicht fol- 
sender Salz: 
Es sei gegeben die Gleichung: 
WARE ES E° 


\ 


wo F(z) eine ganze rationale Function mit beliebig complexen Coelfficienten. 


Substituiren wir 





DE .. ee “s 
et ‚_ ui 
wo i=y-—J1 und o reell und positiv. und bezeichnen die dadurch entstandene 
} N ’ 


Gleichung mit: 


(3.) R(u =0Q, 


so ist die Anzahl der Wurzeln dieser Gleichung, in denen der Coefhcien! 
von i positiv oder negaliv ist, respective gleich der Anzahl der Wurzeln 
der Gleichung (1.) die ausserhalb oder innerhalb der mit dem Radius o um 
den Nullpunkt der z beschriebenen Kreislläche liegen. 

In der That folgt aus Gleichung (2.) 








Se . 2+0 2oy . (@’-+y’— 0?) 
4.) wor I BR Wesen ie in Spnenreoie 
i , En Le — 0) - Yy (TC — 0 i y 
wenn man 
3 = z+yi 


setzt. Da der Punkt z sich ausserhalb oder innerhalb des mit dem Radius 
o beschriebenen Kreises befindet, je nachdem 


e+y > 0° 2 0, 


so ist der Satz bewiesen. 

Um die Anzahl der Wurzeln der Gleichung (3.) mit positiven und 
negativen Coefficienten von ö zu finden, bedienen wir uns eines Salzes, 
welchen Herr Hermite in derselben Abhandlung (p. 44) gegeben. Danach 
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jst eine quadralische Form ‘% zu bilden, welche in eine Summe von Quadraten 


linearer Functionen ihrer Variablen mit reellen Coefficienten zu verwandeln 
ist. Es ist alsdann die Anzahl der positiven und negativen Quadrate resp. 
oleich der Anzahl der Wurzeln der Gleichung (3.) mit positiven und negativen 
Coefficienten von ö*). 


Für unseren Zweck sei die Gleichung (1.) eine quadratische: 
(9.) F(z) — A, En A,3- A .. 0 


und o=1., so verwandelt die Substitution 


\ u—1 
vb.) z Br 
wi iu l 
dieselbe in: 
7) -A+A+A)W#+UiA—A)u + Aa-A+A = 0. 
Setzt man 
Ye “in A,+ A, + 4.). 
. b bi 2i {, — 4, - 
| 
cercet A,„— A, +A:, 
so Ist 
(9.) 15 = (ab—ab 3. 2 d’c- ac" 3,2, (be _ be 2 #r), 


Verwandelt man diese quadratische Form in eine Summe von zwei Quadraten. 
so befinden sich innerhalb des Kreises mit dem Radius Eins eine, zwei. oder 
keine Wurzel der Gleichung (5.),. je nachdem eines der Quadrate, beide, 


oder keines das negative Vorzeichen hat. 


*) Bei dieser Gelegenheit bemerken wir, dass, wenn man bloss wissen will, ob 
überhaupt innerhalb des Kreises mit dem Radius g eine Wurzel der Gleichung (1.) 
enthalten ist, oder was dasselbe besagt, ob überhaupt der Coefficient von ö in einer 
Wurzel der Gleichung (3.) negativ ist, diese Frage häufig schon durch folgenden Satz 
entschieden werden kann: 

Ist der Coefficient irgend eines der Quadrate der Form (5 negativ, so befinden sich 
Wurzeln der Gleichung (1.) innerhalb des mit og beschriebenen hreises. 

In der That bleibt bekanntlich die Anzahl der positiven und negativen Vorzeichen 
in der in eine Summe von (Quadraten transformirten Form 5 für jede Transformation 
dieselbe. Man kann aber immer eine solche Transformation vornehmen, bei welcher 
das Quadrat mit dem negativen Vorzeichen beibehalten wird (vergl. Serret cours 
d’algebre sup. t. 1., p. 426). 

=#®) In der Hermiteschen Abhandlung (S. 44) sind irrthümlicherweise die Coeffi- 
cienten der Form (9.) des Textes mit entgegengesetzten Vorzeichen versehen. 
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8. 
Die Gleichung, welche man erhält. wenn man den Zähler der Function 
H(w) (No. 6, Gleichung (4.)) gleich Null setzt, lautet: 
1) P-m+r2—-mP)e+e =, 
wo 
a. FRE 


2. vu 


\ 


\ 


gesetzt ist. Diese Gleichung, verglichen mit Gleichung (5.) vor. Nummer giebt 
statt Gleichung (7.) vor. Nummer: 
8.) m+1)1-P)W"+%(P—1)u+m+3—(m—-1)P = d. 
Es sei demnach / reell, so ist 
(4.) = 6, b’=2(P—1). 


c=m+3—-(m—-1l)?, cd =d. 


w —= (m +1)1-P), «=0, 


Es ist alsdann 

5.) 45 = 2?! m+1)1- Pi +2(P-1)m+3—-(m—-1)P]z; 
eine Form, die nur Quadrate enthält. 

Die Gleichung (1.) hat keine Wurzel ® innerhalb des Kreises mit dem 
Radius Eins, oder was dasselbe ist, die Gleichung 

6.) Hu) = 0 
hat keine Wurzel © innerhalb des Kreises E, wenn 
2(P—1)[m+3— (m-—1)P] >0, 


oder, da nach No. 6 der absolute Werth von / grösser als Eins sein muss, 





m-+3 
N ni \ 1 < - 9 < = a 
‘. j 
ii En 
Wir wählen 
m--1 
a. 
Er | m — 1 
Die Function v(w) in No. 6 lautet alsdann 
/ am — N) 
(9. (w) = er r 
\ ) (m — 1) w" +! — (m +1) 


und die Function H({w) wird: 


(m —1) | (m 1) w "td + ert+t!-m-+1] 


(10.) Hfw) = 





| (m — 1) w"" I_ (m+-1)]’ 
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In der That folgt aus der Gleichung: 


11.) (m-1)w"? +20" ''+m+1 = 0 
n--1 — 1 +iym’ 2 
yi — ———— 6 
m — 1 


Da der Modul dieses Ausdruckes 


FeraR | 
mi 


”n 


so hat die Gleichung (11.) keine innerhalb E oder auf der Peripherie E be- 
findliche Wurzel. 


9. 


Der Minimalwerti M des Moduls der Function H(ww) innerhalb des 
Kreises E ergiebt sich 





m — 1) (m’-L- m!-- m’ — 3m’— 6m -+-2 
i ! 


we " 4 


m’ -- m’-- 4m’ -+- 2m — 1 





(2.) Mmod.a>N, 


so ist der Radius des Grenzkreises, der zur Funclion: 


—— dem — 


vo  |(m—1)w"t!— (m-+1)]w 








f ‘ F ki +1 " 
(9) ui yw) , am 1) (wrtt —1 
Kr) er 


gehört, grösser als Eins. 

Es ist zu bemerken, dass es nicht erforderlich ist, den Maximalwerth 
\ des Moduls von @(we) innerhalb E wirklich aufzusuchen. Es lässt sich 
vielmehr jedesmal unmittelbar eine positive Zahl N’ angeben, unterhalb welcher 


sich N befinden muss. 


m 


und die Ungleichung (2.) ist a potiori befriedigt, wenn 


(2°) MmodazN. 


Das Quadrat einer solchen Zahl N’ wird erhalten, wenn man in G(w) für w 
setzt re"', alsdann @(w) mit dem conjugirten Werthe multiplieirt, endlich in 
dem so erhaltenen Quadrate des Moduls von @(ww) die negativen Vorzeichen 
in positive verwandelt und an die Stelle von cosy, sing, r die Einheit setzt. 

Ebenso kann man in die Ungleichung (2.) statt M jede kleinere po- 
sitive Zahl M’ setzen; z. B. für m — 2 


(3m — 1) ym—t ’ 3m — 1 
= bi r auc Ei mn 
om; oder auch M gi 





4) M 












] 
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10. 
Es sei wie in No.5 
fiw) = w"*'—1 und 
2 


Wenn die Gleichung 
1) wvgp(w)—-y(w) = 0 
innerhalb E befindliche Wurzeln hat, so ist es häufig möglich, durch eine 
Permutation der Grössen 3). 2, ... 2,:, in dem Ausdrucke für gie), welche 
einer veränderten Zuordnung dieser Grössen zu den auf der Peripherie von 
E liegenden Einbeilswurzeln @,, @,. ... @,„,, gleichkommt, zu bewirken, dass 
für die veränderte Function g,(?e) die sämmtlichen Wurzeln der Gleichung: 
(1°) vg,(ew)—ao,lw) = 0 
ausserhalb & liegen. Wir werden in No. 12 ein solches Beispiel kennen lernen. 
In solchen Fällen reicht die Substitution: 
Ce ZUG] 
In 
aus, um einen Grenzkreis zu erzielen, dessen Peripherie E umgieht. 

Wenn aber für jede Permutation der Grössen 3. &» ... Z,.,, einige 
oder mehrere Wurzeln der Gleichung (1.) innerhalb E befindlich sind, so 
muss man zur Substitution (3.) vor. Nummer seine Zuflucht nehmen, deren 
zugehöriger Grenzkreis den Kreis E umgieht. 

Es sei z. BD. 


ei nel, sei, Bea, sad. 


9 14 o) = 4laı a —-3, —13, +3, +2 +3+2,)u 
\ .) | | E We u ' Ei = t nn e. N zZ —- „1 
T (2,7019: 70% T12,)W T\3, 7%: 72302%,)W | 
daher wird die Gleichung (1.): 
(4.) G(Ww) — [342 —3—12,]-+ [3 —-i3—2;+i2,] 0 2 12,—2; - 2:—2,| m’ — 0. 


Für unser numerisches Beispiel ist der Modul des Coeffieienten von ae’ in 
dieser Gleichung stets grösser als der von w', welche Permutalion der 
Grössen 3), 33, &;, &, auch gewählt werde. Es hat demnach in diesem Falle 
die Gleichung (4.) mindestens eine Wurzel, deren Modul kleiner als Eins, 


die also innerhalb # liegt. 
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Für die obige Permutation lautet die Gleichung (4. 


5.) 6@)=-(1+019+41-03.10 1210110 =0. 


Man erhält 
6) | mod. @(e) = 1,01 — (1.94 6052 + 0,8sin?yp)r’—4.04c0sdyr’ 
Ra +1.09 + (3.88 c0osp — 1.6 sin p)r’-+4.04r' 


wenn 


- 


em = re" 
gesetzt wird. Werden in (6.) die negaliven Vorzeichen in positive verwandelt 
und statt » sowie statt der Cosinusse und Sinusse die positive Einheit gesetzt, 
so ist innerhalb E 


(T.)  mod.G(w) < 18,4. 
In unserem Falle ist 
154 
S, DI : Br; 
are! 
Wir bestimmen demnach 
h 154 — 
(9.) ' > mod.a > ‚15.4, 
De = 


und können danach 
10.) a — 31 


annehmen. Die Substitulion (3.) vor. Nummer wird alsdann 


BB. 1NAI Tee’) -(f 0.3.:1)w 31 nn 
(11.) Eee — Th nr eu Wie ei. 


4m a oo — 2)w 





Der dieser zugehörige Grenzkreis umgiebt den Kreis E. 


s1, 

Fassen wir nunmehr die Hauptresultate der vorhergehenden Unter- 
suchung zusammen. 

l. Es sei 
1.) F(w) = e.. 

wg(w) 

wo f{w) und y(w) ganze rationale Funclionen der complexen Variablen « 
sind, die für » = 0 nicht verschwinden, und A der kleinste unter den Moduln 
der Wurzeln der Gleichung: 


\ 


2) F(w) =d. 


> 


Es bedeute ferner K die in der Ebene der :v mit dem Radius R um den XNull- 
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punkt beschriebene Kreislinie, C die Curve der z Ebene, welche diesem Kreise 
vermittelst der rationalen Function 

3.) zz = F(w) 
zugehört, so entspricht jedem Punkte innerhalb AK nur ein Punkt in dem 
ausserhalb C liegenden unendlichen Flächenraume F’, und umgekehrt, d.h. 
die Flächen X und F’ sind Abbildungen von einander. 

Wir nennen K den Grenzkreis und die Curve C die Grenzcurve, 
welche zur Function (3.) gehören. 

II. Sind in der z Ebene m-+1 Punkte 3, 3, ... &„;ı gegeben, so 
lassen sich die Functionen f(w) und g(w) folgendermassen bestimmen: 

1) Der Radius A des Grenzkreises ist grösser als Eins, so dass die 
Curve €, in der z Ebene, welche dem Kreise E mit dem Radius Eins in der 
w Ebene entspricht, ganz der Fläche F’ angehört. 

2) Den Punkten z,, 2, ... 2„,, entsprechen in willkürlicher Zuord- 
nung m-+-1 Punkte auf der Peripherie E, welche die m-+1 Wurzeln der 
Einheit darstellen. 

Aus dieser Bestimmung ergiebt sich, dass einerseits die innere Fläche 
des Kreises E und die äussere unendliche Fläche der Curve C,, andererseits 
der Ring zwischen den Kreisen K und E und der Ring zwischen den Curven 
C und €, Abbildungen von einander sind. 

Wir wollen die Curve C, den zu dieser so bestimmten Substitution (9.) 
zugehörigen Absonderungsschnitt nennen. 

12. 

Um zum Vorhergehenden ein Beispiel zu geben, seien vier Punkte 
Ss 325 33, 3, In der s Ebene gegeben, derart dass 


- 


- —— 
19 Fe 





22% 
und man setze nach No. 5 


’ 1 EIN 
(1.) 3 = 3, ti (2 





m.g\am-\ 
Zt) Ww 9 


so liefern die vier auf der Peripherie des mit der Längeneinheit um den An- 


fang der w beschriebenen Kreises E liegenden Punkte ,=1,  =i, = —1, 
%,=—i resp. die vier Werthe z,, 2, 25, 2. 
Es sei 


3=rc-+yi, , = nt Yil, 
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und es bewege sich « auf der Peripherie des mit dem Radius r um den 


Anfang der ww beschriebenen Kreises K,. so dass 
v = r(c08Yp-+isingy), 


\ 


‚ oder 


| 
1 IN 

= \ a — \. ( ’—- - 3; a 
(1 . A 2 | l u i 0 IC In yA 


\, ) ’ \ | \ E 1 £ 
1 C05% TDSINGP) ( 7- 72 -(Yı sınp— 9; COSY G z A a 


alsdann folgt aus Gleichung (1 


OR) 


\ Zu u u 


(2.) ' ie 
y=}3% (1 SINYP—X,COSY) (r— —) -(eosyzysıny)(r- )E 
| 2 | ’ a ‘ 8 5 


Eliminirt man zwischen diesen Gleichungen cosy und sing und setzt: 


\? = (r+ ig (r . a Pr T (r- 4 g: (r + } 


In = ale tl ): p=-a.(r- =) (rt 9) 


7 


so ergiebt sich als Gleichung der Curve ©, in der z Ebene: 


ı 


\ N 


4.) Ap+p)z—8(pp +pp)ay+Alp-+-pi)y = (Pıp- PP3)- 
Diese Gleichung stellt eine Ellipse dar, deren Mittelpunkt im Anfang der 
z, wenn 

PpıPp pp; : d. 
Die Längen der Halbaxen der Ellipsen a, und 5b, ergeben sich auf bekannte 
Weise, wenn man 











’® ! 4 f ) nl 
9.) mrp=U, mp=a, yYt+m=Pp, Yı-m=P 
selzt: 
EEE EU 
— Je + Pf+rya’+Pp 
2 r 
d, _— 5) az > 
> vr 
(6.) ’ 
Ve +R—rYa’+ß 
= \- —— 
Me 


Die Ellipse verwandelt sich in ein System zweier zusammenfallender gerader 
Linien, wenn 


Pıp—pp; = V 


oder 


u 
(a +p )r—(o 
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Diese Gleichung hat eine reelle positive Wurzel: 
er 
_/e +P 
| Ss, r= - zu ° 
\’ ) | a’+ A" 
Für r=0 sind die Axen der Ellipse unendlich gross, für wachsende Werthe 
von r nehmen die ae ae der Halbaxen ab, bis für den Werth (8.) von vr 








a,.=y(®+P")(e”+P), = 
d. h. die Ellipse eine mit der Axe 2a, zusammenfallende Doppellinie wird. 
Für Werthe von r, die grösser sind als der Werth (8.), nehmen « 
und 5}; wieder fortwährend mit wachsendem r zu. 
Bekanntlich sind die Richtungen der beiden Axen der Ellipse die der 


beiden durch die Gleichung: 


/ N f n we 2? N f Tan. 
(9.) (pp + PP) ae + (pı+ BB -p—-p:)ay -(ppıtpp)y = 0 


dargestellten auf einander senkrechten Geraden. Nun ist 


pp pp = Im p+zYyı), ptp-p-p=-iy ty —- m —%), 
also von r unabhängig. Es sind demnach die Richtungen der Axen für alle 
Ellipsen dieselben; die der Axen 2a, coincidirt mit der geraden Doppellinie, 
in welche die Ellipse für den Werth (8.) von » übergeht, und deren Glei- 


chung ist: 


(10) (ey + yRr+BY)Ec—(-Pya? + +PYR+P")y = 0. 
Die Gleichung, welche den Grenzkreis liefert (s. Gleichung Ay .) No. 3) ie 


11) a2) —-(st2i) = 0. 
Hieraus ergiebt sich als Radius desselben 


u u Mm 
(12.) Kr 
\ / | a’+ P'* 
Durch Vereleichune von (8.) und (12.) folet,. dass die Grenzceurve ( die 
oO fen) he, \ >") 


gerade Doppellinie ist, welche sich in der Richtung der Linie (10.) nach 





beiden Seiten des Anfangspunktes bis zum Abstande \ (@?+ß”)(@”+ß?) er- 
streckt. Die Fläche F’ ist demnach die durch diese Doppellinie begrenzte 
unendliche Ebene. 
Ist 
(13.) za um =0, 
d.h. liegen z, und =, nicht mit dem Nullpunkte in gerader Linie, so kann 


man vorausselzen. dass der Ausdruck (13.) positiv ist. da eine Vertauschuns 
? \ ’ ’ ie) 
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von z, und 3, demselben das entgegengesetzte Vorzeichen verschafft, wenn er 
negativ ausfällt. 

Es ist aber unter dieser Vorausselzung RT>1, es genügt also die 
Substitution (1.) auch der in vor. Nummer unter II. aufgestellten Bedingung. 
dass der Kreis E innerhalb des Grenzkreises sich befindet. 

Liegen aber z, und z, mit dem Nullpunkte in gerader Linie, so ist 

14.) a -zp = V 
und demnach R=1. Der Kreis E fällt alsdann mit dem Grenzkreis K, die 
Grenzeurve mit dem Absonderungsschnilt zusammen. 

In diesem Falle ist nach No. 9 Gleichung (3.) an die Stelle der Sub- 
stitution (1.) die folgende zu setzen: 

Bist ia nn, ae —A1 


z a = er ’) 
— 7 2018 Zt; W rs re 
210 2 ü | f ai oo — 2)w ’ 


15.) 


[A 


wo a nach No. 9 zu bestimmen ist. Der zu dieser Substitution eehörise 
Grenzkreis umschliesst den Kreis FE. | 
Eine andere Behandlung dieses Falles, wo die Gleichung (14.) be- 


friediet wird, ergiebt sich aus der folgenden Nummer. 


13. 

Die in No. 5— 11 getroffene Bestimmung der Function Fir) (No. 11 
Gleichung (3.)) kann durch allgemeinere ersetzt werden, welche von der in 
No. 11 erwähnten darin abweichen, dass den Punkten z,. &. ... z2,.,m--1 
willkürliche Punkte auf der Peripherie von E entsprechen. 

In gewissen Fällen kann man sich auch einfacherer Functionen be- 
dienen, um eine einfach zusammenhängende Fläche in der z Ebene so zu 
bestimmen, dass auf deren Begrenzung C, gegebene Punkte sich befinden, 
und dass sie ganz einer anderen einfach zusammenhängenden Fläche angehört, 
die eine Abbildung einer Kreisfläche K in der = Ebene ist, derart, dass die 
Begrenzung Ü, einem Kreise E entspricht. 

Liegen z. B. die Punkte 3,, 3, ... 3,., auf einer geraden Linie /, 
welche gegen die reelle Axe der s Ebene unter dem Winkel 9 geneigt is! 
und vom Anfangspunkte den Abstand / hat, und setzt man 


4 \ ee " .eFt an De 7 9; 
} y/ m m _ — > 
“. u: | -- eletr—20Ni DIR; 


wo « und > beliebige reelle Grössen sind, so entspricht jedem Punkte der 
» Ebene nur ein Punkt der z Ebene, und umgekehrt. 
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Ist 
3 = z+yi, 
so ergiebt sich für 


> Eu 


ta— P—p\ 
| cos\ a 


— 
Wr DrP P 
cos( #) 

OS r 





— +/sınd+.cos'#- 


E 














’9\ 
\®., \ I 
Del ua. a 
COS 57 ) 
y = Flcos9--sind- wor 
{ a- +9 g\ 
cos( 2 Te 


Multiplieirt man die erste Gleichung mit sin9, die zweite mit cos9 und sub- 
trahirt, so folgt: 
(3.) sind —ycos$ — +I. 

Dieses ist die Gleichung der Linie 4. Während also »r die Peripherie E 
beschreibt, bewegt sich der Punkt z auf der geraden Linie L. 

Umgekehrt ergeben die Gleichungen (2.) zu jedem Punkte der Linie 
/, einen Punkt der Peripherie E. 

Die gerade Linie Z theilt die s Ebene in zwei Hälften T und T", 
wovon die eine dem Inneren, die andere dem Aeusseren des Kreises E 
entspricht. 


14. 

Um noch ein zweites Beispiel für eine einfachere Bestimmung, wie 
sie in vor. Nummer angedeutet worden, zu geben, seien 2), 33, 33, 2, Vier 
beliebige Punkte in der z Ebene, «,. %. «&,, ec, vier beliebige Punkte aul 
dem Kreise E in der Ebene, und es werden die Coeflicienten in der 


Function 
AtAmwtA,u 


ni  B,+B, w+ B,w’ 





so bestimmt, dass &,, &%, &, «e, in willkürlicher Zuordnung den Punkten z;. 
3, &;, 2, entsprechen. Hierzu sind die Gleichungen: 


2) 4+Aa+AG—B 02 = (Bo+B,o)2, (k=1. 2,3. 4 


d 


zu erfüllen. Zu diesen fügen wir die Bestimmung: 
(3.) A,B;— A; B, — 0 
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Aus den Gleichungen (2.) folgt: 


4 \ IA, = zZ, B,+ h; B.. N — 0, m 2) 
= 
7. t4B = „B+AB,. 


wo 
2 - | 
| a er 
41= | | 
lo 5 —@%32| 
1 GG 04 0424| 





und z,, 4, aus JS hervorgehen, wenn man die i-+1:° Verlicalreihe resp. durch 
35 325 335 3, Und 012, 22, 325, 043, ersetzt. 

Die Bestimmung ist immer ausführbar, wenn «,, &., &, «, so gewählt 
werden, dass .f/ nicht verschwindet, was immer möglich ist. 

Es seien w und ww, zwei Werthe von ır, welchen dasselbe z zugehört. 
so folgt aus Gleichung (1.) mit Rücksicht auf (3., 


B,-B, ww, = ®. 


5. 
Beschreibt daher ©» um den Nullpunkt einen Kreis mil dem Radius r. so be- 
B 
B, 
Hieraus folgt, ähnlich wie in No. 3, dass innerhalb des Kreises K mit 


’ OB 
schreibt w, ebenfalls einen Kreis, dessen Radius gleich —-mod. 


dem Radius 


u.) HM j mod. 


’, 
B, 
nicht zwei verschiedenen Werthen «© gleiche Werthe = entsprechen können. 
Dieser Kreis ist also der zur Function (1.) gehörige Grenzkreis in 
dem Sinne der No. 1. 
Durch Substitution der Werthe von A, und A, aus (4.) in (3.) er- 
hält man: 


7) »B+kh—r)BB-uB = 0. 


\ 


Nun ergiebt sich aber 


D 


lv = — Ht,0,0;0y, 
also 
(9.) mod./, = mod.2;. 


> 


Demnach ist der Modul des Products der beiden Wurzeln 2 der Glei- 


. 
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chung (%.) gleich Eins, also die eine grösser und die andere kleiner als Eins, 
oder beide gleich Eins. 
Die beiden Werthe or, und ıv,. für welche z unendlich wird. sind 


durch die Gleichung 


u b b | 
I. + —-u+—- = 0 
uenB, TE 
seseben. Da hiernach 
\ | B h 
11.) mod.o,o»=mod..—-=R, 


RB, 


so ist 
R, mod.w<_R, 


mod. or, - 


d. h. von diesen beiden Werthen befindet sich der eine innerhalb. der andere 
ausserhalb des Grenzkreises, oder beide auf dem Umfange desselben. 

Es sei © diejenige geschlossene Curve in der z Ebene. welche dem 
Grenzkreise A entspricht, und F’ derjenige Flächentheil der von derselben 


. 17° RN ' A, mr 
zerschnittenen unendlichen s Ebene. welche den Punkt x Mr enthält. so 


un 


ist das Innere von K eine Abbildung von F’. Aus Gleichung 5.) ergieh' 
sich, dass auch das Aeussere von A Abbildung von F’ ist. 

Wenn R=1, so wollen wir das Innere von K, wenn R<1. das 
Aeussere mit g bezeichnen. 

Es sei ferner E der mit dem Radius Eins um den Nullpunkt der 
beschriebene Kreis. so fällt die zugehörige Curve C, in der 3 Ebene ganz 


in #". Je nachdem AR — 1 oder RZ 1, bezeichnen wir das Innere oder das 


Aeussere des Kreises E mil , während der von (€, abgeerenzte Flächenthei! 


= 


von F’'. welcher den Punkt z, = —- enthält. mit & bezeichnet werden soll. 
b 


Die Flächentheile » und e, so wie die Reste F'-e und g—w sind 
Abbildungen von einander. 

In dem Falle, dass »=, innerhalb sich befindet. entspricht ein excen- 
trischer Punkt 0, der Fläche vw dem Unendlichkeitspunkte von z. Allein man 
kann durch Anwendung einer linearen Substitution die Fläche w und einen 
daran anstossenden Ringflächentheil, welcher einen Theil des von K und FE 
gebildeten Ringes ausmacht und seinerseits von E& und einem den Nullpunk! 
umgebenden excentrischen Kreise begrenzt wird. so abbilden, dass der Fläche 
y eine Kreisfläche E’, dem Punkte », der Mittelpunkt des letzteren Kreises. 


endlich dem Ringflächentheile ein Kreisring entspricht. der vom Kreise E 
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und einem ihn umgebenden concentrischen Kreise gebildet wird. Dieses 
wollen wir in der folgenden Nummer nachweisen. 


15. 

Setzen wir 

1) eo = | har . 
und bestimmen « und b so, dass, wenn £ sich auf der Peripherie eines um 
den Nullpunkt der complexen Variablen # mit dem Radius Eins beschriebenen 
Kreises E’ bewegt, » die Peripherie des Kreises E beschreibt. 

Aus (1.) folet: 

- am, + am 


2.) = —— 
REM 1 + bw, — bw 
Bezeichnet man die conjugirten complexen Werthe mit oberen Accenten, so 


vr 


ist für solche #, die auf der Peripherie E’ liegen: 


Für die zugehörigen Werthe » ergiebt sich aus den Gleichungen (2.) und (3.) 
(aa’— bb’) ww'— [(aa’— bb ) w, — b| w — | (aa’— bb’) ww, — b’] w’ 
(4.) ' A\ * ur f 
+ (ad — bb) wm — bu, —bin,—1 =. 


Die Forderung, dass diese Gleichung den Kreis E darstellen soll, liefert die 


Gleichungen 

.\ \(aa—bb)w—b—=0, 
>: 0 | | 
9, aa’ bb’) ww; — bu, bw, —1 = bb'— aa". 


Aus diesen beiden Gleichungen in Verbindung mit den sich daraus durch Ver- 
tauschung von ö mit —i ergebenden folgt: 


N ee. 


Die erste Gleichung liefert für 5 einen endlichen Werth, da in unserem Falle 
20% = (mod.w) <1. 
Die zweite Gleichung (6.) liefert den Modul von a, während das Argument 
dieser Grösse unbestimmt bleibt. 
Da für t=0, » = w, einen Punkt im Inneren von w darstellt, so ist 
das Innere des Kreises E’ das Bild der Fläche w. 
Irgend einem um den Anfang der ? mit dem Radius r beschriebenen 
Kreise in der £ Ebene entspricht nach den Relationen (1.) und (6.) ein Kreis 
Journal für Mathematik Bd. LXXV. Heft 3. 26 
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in der :» Ebene, dessen Gleichung: 


2) d-rmw,)ww— (1—r)ww— (1-r") ww +w,w—r = 0, 


welcher mit dem Kreise E excentrisch ist und denselben nicht schneidet. 
It RD>1,. so ist r—>1, ist R<1, so ist r<Z1, und in beiden 
Fällen so gross zu wählen, dass der Kreis (7.) noch ganz in der Fläche y 
befindlich ist, damit der Ring zwischen dem Kreise E und dem mit r be- 
schriebenen Kreise A’ die Abbildung des vom Kreise AK und von dem durch 
die Gleichung (7.) dargestellten Kreise gebildeten excentrischen Ringes. 
Man kann übrigens &,. &, «;,, «, stets so wählen, dass die Wurzeln 


der Gleichung (7.) vor. Nummer nicht gleich werden. Nimmt man alsdann 
für 3 diejenige Wurzel, deren Modul grösser als Eins, so ist auch der 


Radius des Grenzkreises grösser als Eins (s. Gleichung (6.) vor. Nummer). 


Il. Abtheilune. 
1. 

Es sei f(z) eine Function, welche nur eine endliche Anzahl von Ver- 
zweigungs- und Unstetigkeitspunkten enthält. Soll dieselbe von einem Punkte 
A bis zu einem Punkte B der z Ebene fortgesetzt werden, so geschieh! 
dieses bekanntlich vermittelst des Taylorschen Satzes angewendet auf eine 
Reihe von Kreisen, welche den Unstetigkeits- und Verzweigungspunkten 
ausweichen und zusammen das zwischen A und PB sich erstreckende Curven- 
stück enthalten. Dieses Verfahren ist, abgesehen von seiner Beschwerlichkeil 
in praktischer Beziehung, nicht geeignet a priori über den Zusammenhang der 
Werthe der Function in den beiden Grenzen des von A nach B sich er- 
streckenden Weges eine Vorstellung zu verschaffen. 

Theilt man die Ebene in eine gewisse Anzahl Gebiete @ derart, dass 
eine einheitliche, für alle Fortsetzungswege direct brauchbare analylische Dar- 
stellung innerhalb eines jeden derselben und gleichzeitig das Gesetz des Ueber- 
sanges aus einem Gebiete in das andere bekannt ist, so kann man den Wertl 
in B angeben, sobald der in A und der Weg ZL, der von A nach 5 führt, 


segeben ist, ohne erst alle Zwischenstufen von Werthen, welche den übrigen 


Punkten von Z angehören, zu bestimmen. 
Die einfachste Art einer solchen Darstellung würde im Allgemeinen 
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diejenige sein, für welche die Anzahl der Gebiete @ den kleinsten Werth 


hat. Diese kleinste Zahl ist zwei. 

Wir wollen in der That zeigen. wie man die Ebene z in zwei Ge- 
biete @, und @, zerlegen kann derart, dass innerhalb eines jeden dieser 
Gebiete eine einheitliche analytische Darstellungsweise der angegebenen Arl 
vorhanden ist, und ihr Zusammenhang durch die analytische Natur der Function 
f(z) vermittelt wird. 


2. 

Sind nämlich 2,, &. ... 2„;ı die endlichen Verzweigungs- und Un- 
stetigkeitspunkte (singulären Punkte) der Function f(z) und 

fi) s= Fie), 
wo F(w) die in No. 11, Abth. I. angeführten Eigenschaften besitzt. so wird 
der zur Substitution (1.) zugehörige Absonderungsschnitt C, die sämmtlichen 
Punkte z,. 2. -.. 3„;, In sich aufnehmen und die Ebene z in zwei einfach 
zusammenhängende Gebiele @,, @, theilen, wovon das erstere sich ins Un- 
endliche erstreckt, das letztere von endlicher Ausdehnung ist. 

Der Punkt z= x ist im Allgemeinen auch ein singulärer Punkt der 
Function f{z),. demnach auch der Punkt = 0 im Allgemeinen ein singulärer 
Punkt von 

f(F(w)) = fı(w), 
ausserdem sind in der Fläche des Kreises E nur noch die auf der Peripherie 
desselben liegenden m +1!" Wurzeln der Einheit «,. ©. ... @,,, singuläre 
Punkte der Function f,(w). 

Es werde nun vorausgesetzt, dass es in der Umgebung von » = UV 
eine Darstellung der Function f,(w) gebe, 

(2.) fı(w) vw). 
so ist diese innerhalb E gültig. 

Ist alsdann ©, diejenige Wurzel der Gleichung (1.). welche für z — x 
verschwindet, so ist 

(3.) fiz2) = w(w,) 
eine Darstellung der Function f(z) für das Gebiet @,, da die Kkreisfläche E 
und das Gebiet @, Abbildungen von einander sind. 

Innerhalb des Gebietes @, ist die Function f\z) eindeutig, endlich und 
26 * 
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eontinuirlich. Es ist demnach 


EEE 3... 
(4.) fi2) == = f- a, 


das Integral erstreckt über den inneren Rand des Absonderungsschnittes € 





Da der Ring zwischen €, und der ganz von Ü, umschlossenen Grenzeurve 
C und der Kreisring zwischen E und dem Grenzkreise K Abbildungen von 
einander sind, so ist auch 


RN a 1 "f£(w) 
(9.) fi:) => —— 








iR :F'(w)dw. 
2niJ F(w —z eo, 


das Integral über den äusseren Rand des Kreises E erstreckt. 





Die Function f,(w) ist innerhalb des Kreisringes zwischen K und E 











eindeutig, endlich und continuirlich, ist also in diesem Gebiete nach ganzen 
posiliven und negativen Potenzen von «ww entwickelbar. Die Bestimmung der 
Coeflicienten dieser Entwickelung ist namentlich von dem Verhalten von f, (we 
in der Umgebung der singulären Punkte &,. &, ... @,,, abhängig. 

Da die Function f,(w) am inneren Rande von E durch die Entwicke- 
lung (2.) berechenbar ist. so kann ihre Bestimmung am äusseren Rande auch 
erfolgen vermittelst der Entwickelung (2.) unter Zuhülfenahme der Beziehungen, 
welche für den Umlauf von » um je einen Punkt « sich ergeben. 

Es sind demnach auf die eine oder andere Weise die Functionswertlhe 
am äusseren Rande von E bekannt. und der Ausdruck (5.) giebt die Ent- 
wickelung von f{z) im Gebiete @,. 

Wird die Function f(z) aus dem einen der Gebiete @, und @, in das 
andere fortgesetzt, so lässt sich zu dem Werthe der Function am Anfang des 
Weges der Werth am Ende desselben resp. vermittelst der Entwickelungen 
(3.) und (5.) bestimmen. ohne dass die Functionswerthe für die Zwischen- 
punkte des Weges zu berechnen wären, wenn nur das Verhalten der Function 


in der Umgebung der singulären Punkte 2,, 3, ... &„., bekannt ist. 


3. 

Die Entwickelung (2.) vor. Nummer ist mit Hülfe der algebraischen 
Funclion :e, von z gebildet. Die Entwickelbarkeit im Gebiete @, ist also von 
der Kenntniss der Function 0, innerhalb desselben Gebietes abhängig. Die 
algebraischen Functionen dürfen jedoch bei der Darstellung transcendenter 


Funetionen mit Recht als bekannte Elemente vorausgesetzt und verwende! 


werden. 
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In gewissen besonderen Fällen lässt sich ®, durch die Lagrangesche 
Reihe bestimmen. 

Ist nämlich r der kleinste Radius der um den Anfang der z beschrie- 
benen Kreise, welche die sämmtlichen Werthe von z einschliessen. für die 
die Gleichung (1.) vor. Nummer gleiche Wurzeln w besitzt. so ist .w, mil 


Hülfe der Lagrangeschen Reihe für die Fläche ausserhalb des Kreises mit dem 


| De) 1 
Radius r nach ganzen Potenzen von — entwickelbar. Der Beweis dieses 


Satzes ergiebt sich nach den Cauchyschen Prineipien (man vergl. die elegante 
Abhandlung des Herrn Rouche: sur la serie de Lagrange. Journ. de l’ecole 
polytechn., cah. 39, p. 195 sqq., auch aufgenommen in Serret, cours d’algebre 
superieure, 3. edition, p. 462 sqq.). 

Gelingt es nun in besonderen Fällen die Function F(w) so zu be- 
stimmen, dass der Absonderungsschnilt C, ganz in dieses Gebiet, für welches 
die Lagrangesche Reihe gilt, hineinfällt, so gilt dieselbe a potiori im Gebiete 


(@,„ welches alsdann ein Theil jenes ersteren Gebietes ist. 


4. 


Wir machen nunmehr von den vorhergehenden Prineipien Anwendung 
auf die Darstellung der Integrale linearer Differentialgleichungen mit rationalen 
Coellicienten. 

Es sei gegeben die Differentialgleichung 


| d’y vAy | 
1. Pa jan TPı-ı gi try = 





deren Coefficienten Pas Pa-ıs »-- Pu ganze ralionale Funclionen von z sind. 
Alsdann sind ausser z=»x die einzigen singulären Punkte der Integrale 
derselben die Wurzeln der Gleichune: 
2.) pP. = 0 (vergl. meine Abh., dieses Journal Bd. 66, No. 1). 
Dieselben seien 3,. 22, .- - Zası- 
Es sei 
(d., = F(w), 

wo Fiw) die in No. 11, Abth. I. charakterisirte rationale Function bedeutet. 
und es werde durch die singulären Punkte die zur Substitution (3.) gehörige 


Absonderungscurve C, gelegt und dadurch die z Ebene in die beiden in No. 2 


charakterisirten Gebiete @, und @, getheilt. 
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Es sollen folgende Aufgaben gelöst werden: 

I. Eine analytische Darstellung eines Fundamentalsystems von Inte- 
gralen der Differentialgleichung (1.): Yı. Y2, ... y, gültig für das Gebiet @ 
zu finden. 

Il. Eine analytische Darstellung eines Fundamentalsystems von Inte- 
gralen der Dilferentialgleichung (1.): 7, 75. ... n,„ gültig innerhalb des Ge- 
bietes (@, anzugeben. 

Ill. Den Uebergang von dem einen der beiden Systeme zu dem an- 
deren längs einer vorgeschriebenen den Absonderungsschnitt überschreitenden 


Linie zu bestimmen. 


5. 
Substituirt man für z den Werth aus Gleichung (3.) vor. Nummer in 
die Dilferentialgleichung vor. Nummer, so erhält man: 


ee l"y "u dry 
£ \ « ö a \n—1 un f ao 1 f ., wu ER nn ie ! > Zn “ a dl > 
1) Fo)” lege) Rlw) + In-ı art M- Petqy = (0, 


2 de? 


worin die Coeflicienten der Ableitungen von y ganze rationale Functionen 
von w sind, und zwar ist R(ww) der Zähler des Resultats der Substitution von 
s aus Gleichung (3.) vor. Nummer in p,, ferner 
(2.) F(w) = wg(w)f (w)—f(w)[g(w)+wg'(w)]. 
wo f(w) und g(w) die in No. 5—10 Abth. I. bestimmten Functionen und 
fr). g(w) ihre Ableitungen bedeuten. Der Exponent 4 ist abhängig vom 
Grade der Funclionen p,. Pr_ı» »:- Pn- 
Die endlichen singulären Punkte der Differentialgleichung (1.) sind: 
I) die Wurzeln der Gleichung: 
(vw) = Ö 
oder. was dasselbe bedeutet, die Wurzeln der Gleichung: 
=) #Ffe) 3% 
2) der Punkt » = 0 und die Wurzeln der Gleichung 
(4) glw) = 0; 
3) die Werthe w, für welche z einen der Werthe 23,. 33» ... 3:1 
erhält. Der Definition des Grenzkreises K gemäss belindet sich innerhalb des- 


selben keiner der singulären Punkte No. 1), folglich enthält um so weniger 


die Kreisfläche #£ einen derselben. 





























= 


nD 


l 
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Da ferner der Definition des Grenzkreises gemäss nicht zwei ver- 
schiedenen Punkten innerhalb desselben ein und derselbe Werth z entspricht, 
so folgt, dass von den verschiedenen Werthen =, welche je einem Punkte 
314 325 ++ 341 entsprechen, nur je einer, nämlich die Punkte @,, &, ... @,;; 
auf der Peripherie des Kreises E sich innerhalb AK befinden. 

Endlich ist von den singulären Punkten No. 2) nur der Punkt ww = 0 
innerhalb Ä gelegen, da die Wurzeln der Gleichung (4.) ausserhalb K be- 
findlich sind (s. No. 1 Abth. I.). 

In meinen Abhandlungen, dieses Journal, Bd. 66, No. 3 und Bd. 68. 
No. 1, ist gezeigt, dass es ein Fundamentalsvstem von Integralen der Diffe- 
rentialgleichung (1.) 9,,. 9. ... 9, von der Beschaffenheit giebt, dass sein 
Ausdruck in der Umgebung von »=0 ist: 


IR aa n ; ° 
(9. ) u a a ur 


wo A, das on; fache des Logarithmus der at" Wurzel der dort (Bd. 66, No. 3) 


als Fundamentalgleichung charakterisirten Gleichung »!°” Grades und %, eine 
in der Umgebung von ©@ = eindeutige Function bedeutet, wenn nämlich die 
Wurzeln der Fundamentalgleichung sämmtlich verschieden sind. 

Sind dagegen 4 Wurzeln 4, is. ... 4, gleich %, so treten an die 
Stelle der Elemente 9y,, %». ... 9, in Gleichung (5.) die folgenden: 


a 


Rt \ k . / a = h N ” rr 
( + y. .. W JE U ab loo Zi “ + 1. B. u N 
I = / 


wo g, in der Umgebung von ==0 ebenfalls eindeutig ist. 

Die Umgebung des Punktes = 0 ist im vorliegenden Falle die ganze 
kreisfläche E, die Begrenzung ausgeschlossen. Deshalb sind die Ausdrücke 
9.) und (5°.) für diese eanze Fläche eültie. 

Bekanntlich lassen sich die Funelionen %, und %,, nach ganzen po- 
siiiven und negativen Potenzen von wo entwickeln. Substituirt man also nach 
Vorschrift der No. 2 für © die Wurzel w, in die Ausdrücke (5.) und (5«.), so 
erhält man eine analytische Darstellung eines Fundamentalsystems von In- 
tegralen der Differentialgleichung (1.) No. 4, Yı, %2, -.. 9, gültig für das 


Gebiet @,. wie es in der Aufgabe I. No. 4 verlangt wurde. 


6. 


Wie in meinen oben erwähnten Abhandlungen I. c. nachgewiesen. gieb! 


es ebenso wie zum Punkte »=0 zu den singulären Punkten «,, &, ... «, 





a ih 
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je ein zugehöriges Fundamentalsystem von Integralen der Differentialgleichung 
(1.) vor. Nummer, dessen Darstellung in der Umgebung des zugehörigen sin- 
sulären Punktes analog den Formen (5.) und (5°) vor. Nummer sind. Das 
zum singulären Punkte «, zugehörige Fundamentalsystem werde mit y,. 
Y2s --. 9... bezeichnet. 

Da sich jedes Integral linear, homogen und mit constanten Coeflicienten 
durch die Elemente eines Fundamentalsystems darstellen lässt, so hat man 


Gleichungen von folgender Form: 
E02 72 WERE} 


f sie »’ Cl) 
(1.) Ya 7 zb Vi 


=, 2... +1. 


Es ist unsere Aufgabe, die Grössen b/?’ zu bestimmen. 


ac 
Es sei {,, &, ... 5, irgend ein Fundamentalsystem von Integralen der 
Differentialgleichung (1.) vor. Nummer, und man setze: 

















” a © a © Ce 

dw"—! dw"—? he 

u a u. 

(2.) dw"! dw”? ”. Me 

dic, dr—2C, 

7 rg u EHE [3 * “ un 

dw" dw" —” 
und 

AN Mn SR 
Yoy—tlog(w)’R(w 
(3.) € w)"—'lwg(w)]’R(w) — z(w), 

so ist 


< 


#) BDiesin:..) = Ce), 
wo C von w unabhängig ist (vergl. meine Abhandlung, Bd. 66, No. 2). 


Nachdem über die additive Constante des in Gleichung (3.) enthaltenen 
Integrals ein für allemal verfügt worden, ist die Constante C in Gleichung (4. 


vollständig bestimmt, wenn das Fundamentalsystem {,, &, ... {, gegeben 
ist. Der Werth dieser Constanten für das Fundamentalsystem Y,ı, Ya» - - - 9. 


sei EC‘; man hat alsdann die Gleichung: 
7 rer 1: ve ZUR 
(9.) D’y.- ),2» ... Yun) u Ü /\w). 


Die Constanten C' sind von Null verschieden, und die Function z(w) wirt 


für Werthe von ww, die nicht zu den singulären gehören, weder Null nocl 
unendlich (vergl. meine Abhandlung, Bd. 66, No. 2). 
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irsetzt man in D(9,1. 9,2, -.. 9,,) das Element 9,,. durch y,. so erhält 
man aus Gleichung (1.) und den »—1 ersten Ableitungen derselben: 
(6.) D (Y.ı, ms Dec—19 Yı> Yır 1% +++ Yu) . u. D P;ıs ),2» ... Dun ® 
Setzt man 
€.) D Nas V.2s en Yic- 19 Yu» Pr Fa +6 Yun) Be; IE )s 
| 


so ist C/7’ eine Constante, die Null oder von Null verschieden ist, je nachdem 
Yin» = + Dae-ıs Pas Presis # + Yan Kein Fundamentalsystem darstellt oder ein 
solches darstellt (s. meine Abhandlung, Bd. 66, No. 2). 

Dividirt man die Gleichung (7.) durch die Gleichung (5.),. so folgt: 


\ 


(8.) D ee no. V.c—19 Yı> Vic Sk ua I 5 IE Ya; ),29 er Den Er 


T. 

Es sei um @, ein Kreis (2) beschrieben, welcher ganz in der Fläche 
des Grenzkreises AK sich befindet, und keinen der übrigen sineulären Punkte 
enthält, so sind die oben (vor. Nummer) erwähnten Reihenentwicklungen des 
Fundamentalsystems 9Y,,. 92» --. 9,, innerhalb des Kreises (z) eüllig, also 


für jeden Punkt seiner Fläche ausser «, diese Funelionen nebst ihren Ab- 
P 4 


leitungen bestimmbar. Ist « ein von «, verschiedener Punkt des gemein- 


(z) und E, so sind für diesen Punkt nach den beiden 


samen Flächentheils von ( 
vorhergehenden Nummern sowohl die Reihenentwicklungen für 9,,. %.» -:-. 9, 
als auch die für y,ı, dur, -.. d,, gültig. 

Setzt man daher in Gleichung (8.) vor. Nummer « stalt «, und deutet 


dieses durch Hinzufügung des Index « an, so liefern die Gleichungen: 


Eu) iu ie te 


n/@& ca 


ne Bi ee N han 


un a, Dei... a zei... ar 
die Verhältnisse (7: C. 
Setzi man ebenso in Gleichung (6.) vor. Nummer «& für ır, so folet: 


2.) Do 


re ie 


zn/Jarat 


19 x2c—1) a 506 | 9 ww UV, a ® 


Aus den Gleichungen (1.) und (2.) ergiebt sich 


Beer ee LH. u RER... 4. 


ca 9 


Aus No. 6 folgt auch, dass die Verhältnisse C\/’:C'” von & unabhängig sind. 
8. 


Gehört die Differentialgleichung (1.) No. 4 zur Klasse derjenigen, die 


ich in meiner Abhandlung, Bd. 66, No. 4 dahin charakterisirt habe, dass ihre 


r — 


Journal für Mathematik Bd. LXXV. Heft 3. 24 








REIT 
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Integrale für irgend einen singulären Punkt a nach Multiplication mit einer 
bestimmten Potenz von 3—a und für z= x nach Multiplicalion mit einer be- 


siimmlien Potenz von nicht mehr unendlich sind, so kann die Bestimmung 


Au 


der Grössen b\? vereinfacht werden. 

Es sei wiederum «, einer der auf der Peripherie von E liegenden 
singulären Punkte, r,. r,, ... r, die » Wurzeln der zu diesem gehörigen 
determinirenden Fundamentalgleichung der Differentialgleichung (1.) No. 5, 
SOWIE 4,14 Dzas ... d,, das Fundamentalsystem von Integralen derselben Dille- 
renlialgleichung, dessen Elemente der Reihe nach zu den obigen Wurzeln als 
Exponenten gehören (s. meine Abhandlung, Bd. 66 No. 4 und Bd. 68 No. 4), 
und es werde vorausgeselzt, dass die Grössen r so geordnet sind. dass der 
reelle Theil von r, nicht kleiner ist als der reelle Theil von r,. wenn b >> a. 


\an hat alsdann innerhalb (2): 


\ / 2 \ r, Y / .\ 
A u. Ya w—0,)® (7, U ]» 
wo G,(w) die Form hat: 
2.) Ge) = w+ wlog(w—e,)+wn[log(w— e,)" +++ vw, llog(w—«,)], 


in welcher ,, %,, ... %, nach posiliven ganzzahligen Potenzen von w—e, 
[orischreitende Reihen vorstellen, welche für @=«, nicht gleichzeilig ver- 
schwinden (s. meine Abhandlung, Bd. 66). 


Ebenso seien die Wurzeln der zum singulären Punkte w = 0 gehörigen 


deierminirenden Fundamentalgleichung r,. d;, ... r,, so ist innerhalb E 


3.) w'H,, 
wo H, die Form hat 
(4.) H, = 1„+1,loge+ 7, (logw)’+ +7, (log), 
in welcher 7,, 7,, ... 7, nach positiven ganzzahligen Potenzen fortschreitende 


Reihen sind, die für «= 0 nicht sämmtlich verschwinden. 


9. 


Multiplieirt man die 1t°, 21e, ... „‘® Horizontalreihe der Determinante 


Da... 9.) resp. mit (@ —a,)", (w—a,)%, ... (w—a,)"*, ferner die 


xi9 


Div 
te, 2te, ... nt® Verlicalreihe resp. mit (w—«,)"" 
so sind die einzelnen Elemente der transformirten Determinanle für @ = «, nur 


/ an? 1 \f) 
.‚w-ua,)”, ... (8—04,); 


unendlich wie ein Ausdruck 


L = a+blog(w—e,)+.-+/[lloege(w—e,)]', 
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(s. meine Abhandlung, Bd. 66, No. 6), und der Ausdruck 


- n(n— 1) 
ui {9} 


- 


1.) DW. 02, .:-9..)(w—@,) 
für »= eo, weder Null noch unendlich (s. meine Abhandlung, Bd. 66, No. 4). 
Hieraus folgt auch, dass zur Berechnung des Ausdruckes (1.) für w = «, 
nicht die Kenntniss der gesammten leihenentwicklungen von Yu. Dias»: Van 
nöthig ist, dass es vielmehr genügt, von jeder derselben nur die n ersten Glieder 
zu ermilteln, und dass die übrigen Glieder, da sie zum Ausdrucke (1.) für 
w= «a, nichts beitragen, bei der Berechnung desselben wegzulassen sind. 
Der Werth des Ausdruckes (1.) für » = «, heisse 7”. 


Aus Gleichung (S.) No. 6 und vor. Nummer ergiebt sich, dass der 


Ausdruck 
GE ch -1) 
r \ u | ’ i > 

(2.) Bilas«.: ne Das Dean > Di m - O,) 
für ©» = eo, nicht unendlich wird. 

Multiplieirt man aber die 1%, 21, c—1te, c-+-1te, ... „t* Horizontal- 
reihe von D(Y,ı, -.. Dye-ıs Das Dreris din) Fesp. mit (w—a,)", (w—a,)", 

(w—a,) "1, (w—o,)"tl, ... (w—o,)"*, ferner die 1te, 2te, ... nte 

Verticalreihe resp. mit (w— e,)"", (w—e,)”", ... (w-e,)', so ist also die so 


iransformirte Determinante mit (ee —e,) "‘ multiplieirt für » = «, endlich. Die 
einzelnen Elemente dieser Determinante ausser denen der c't“ Horizontal- 
reihe sind für »=o, nur unendlich wie ein Ausdruck L. — Nach der 
zwischen d, und den v,, bestehenden Beziehung (1.) No. 6 und vor. Nummer 
enthalten die einzelnen Glieder der ce» Vertiealreihe mit (ww —«,)" multi- 
plieirt nur Poltenzen von ır: U. deren Exponenten in ihrem reellen Theile 
nicht negativ sind. Sind daher U,, U,, ... U, die Unterdeterminanten der 
transformirten Determinante nach der c'®n Horizontalreihe. so liefern nur die- 
jenigen Anfangsglieder der Reihenentwickelungen für Y,,, Da» ... d,, zum 
Ausdrucke (2.) für @=c«, nicht verschwindende Beiträge, welche in den 
Entwickelungen der U,, U,. ... U, Potenzen von «#—e, hervorbringen, deren 
Exponenten nicht grösser sind als der reelle Theil von n,—r\. 

Die Potenzen von w»—e, und log(w—c«,) lassen sich innerhalb # in 


Reihen, welche nach positiven ganzen Potenzen von w Tfortschreilen, ent- 


Y 


wickeln, weil mod.» < mod. «, innerhalb E&. 


Ebenso gelten für die Integrale y, in der Umgebung von » = 0, also 
27% 
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innerhalb E Reihenentwickelungen nach Potenzen von w und logw von der 
in Gleichung (3.) vor. Nummer angegebenen Form. 

Han behalte nun zur Berechnung des Ausdruckes (2.) für w=w, von 
den lteihenentwickelungen der Integrale Ya, Das +». Y,. nur so viele Anfangs- 
glieder bei, dass die Exponenten der Potenzen von w—a, in den Entwicke- 
lungen der U,. U,, ... U, nicht grösser sind als der reelle Theil von r,—r,. 
entwickele alsdann die sämmtlichen im Ausdrucke (2.) verbleibenden Potenzen 
von »—e, und die Potenzen von log(w—«,) nach Potenzen von w, und 
selze auch für y, die Reihe (3.) vor. Nummer, so nimmt der Ausdruck (2. 
folgende Form an: 

(1)/ | ()/ 


e)logw ++ +0 (w)|logw!, 


var 


3) et 
wo ol. (we). ol’ iw), ... o\Wiw) nach Potenzen von « fortschreitende Reihen 
bedeuten, die innerhalb E convergent sind. Da aber der Ausdruck (2.) für 
cv = @, endlich ist. so folgt, dass auch die Form (3.) für »=«, endlich ist. 


Multiplieirt man daher die Gleichune /8.) No. 6 beiderseits mit 
e) \ J/ 








£ n(n—1) 
— Br = m 
f SO \ ud 
@7: ee, ü 
und selzt @ = «,, so ergiebt sich: 
'() VWaN-—tod(a.\lor 1... 12 9W0fa.\floon. 1. 
1  _ een loser + ron (aLloger] 
Are} ca) 7 = Ka u 
Aus den Gleichungen (9.), (6.), (7.) No. 6 folgt aber 
cc“ 
m \ BE - 
(9.) De = OK. 


so dass der Ausdruck (4.) den Werth von 5% liefert. 
10. 

Die durch Gleichung (1.) No. 6 festgestellten Relationen zwischen den 
v, und den v,, lassen sich unmiltelbar als Relationen zwischen dem zum sin- 
gulären Punkte 3= % zugehörigen Fundamentalsystem von Integralen der 
Differentialgleichung (1.) No. 4 y,. 9, ... 9, und dem zum singulären Punkte 
s—z, zugehörigen Fundamentalsystem von Integralen derselben Differential- 
gleichung 9%,» Y2s --- %,. darstellen. 

Seizt man in der That in Gleichung (1.) No. 6 für w die Wurzel «, der 
Gleichung (3.) No. 4, welche für 3 = ® verschwindet, so gehen 4,, d3, -.. d, 
IN Yıs Ya -+- 4, über, welche innerhalb @, dargestellt sind (s. No.5 am Ende). 
Durch dieselbe Substitution für w gehen aber auch die in der Umgebung von 


a, dargestellten Integrale y,1, Dias - +: Din IM Yan Yry == Yım über, und es 
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verwandeln sich die Darstellungen der ersteren in der Umgebung von «, in 
Darstellungen der letzteren in der Umgebung von z,, da die erstere Um- 
oebung ganz innerhalb des Grenzkreises K, die letztere innerhalb F fällt. 
Die Gleichungen (1.) No. 6 geben also: 

TR n 3.00, En Pe ey 
a 9. Im) m 1, 2,.... m+1, 
wo die Grössen 5‘ durch die REN (3.) No. 7, oder in dem Falle, dass 
die Differentialgleichung zu der in No. 8 erwähnten Klasse gehört, durch die 


Gleichungen (4.) und (9.) vor. Nummer bestimmt sind. 


11. 

Wir gehen nun dazu über, innerhalb @, ein Fundamentalsystem von 
Integralen der Differentialgleichung (1.) No. 4 zur Darstellung zu bringen. 

Zu dem Ende setzen wir das System y,. welches innerhalb @, dar- 
gestellt worden, über die Absonderungscurve fort, und zwar längs eines 
zwischen zwei beliebigen der singulären Punkte z,,. 3, ... 2,;,ı liegenden 
Theiles derselben, z. B. zwischen z, und z,. Nennen wir einen zwischen 
z, und z 


y, auf beiden Seiten von /, unendlich wenig von einander verschiedene Werthe. 


‚;ı liegenden Theil der Absonderungscurve /,, so haben die Integrale 
also sind die Werthe der y, längs /, innerhalb @, durch dieselben Reihen 
No. 5 gegeben wie innerhalb @,. 

Um die Ausdrücke für die „, längs / 


B4 


innerhalb @, zu erhalten, ver- 
fahren wir folgendermassen: 

Es gehe y,, nach einem Umlaufe um z, über in: 

1) u ayatrreyat ty, al, 2... m, 
so sind die Grössen rz bestimmbar, nachdem das System Y,ı> Yars »-: Y,. aul- 
gestellt ist. Bezeichnen wir die Substitution 


a; (2) .(n) \ 
’L,ı IA. on A,ı 
„li) u ee 
l > E 

I I \ 


U) „r(?2) Eu 


u Fr a ZU > "ran 7 


mit /Z,, und die Substitulion: 
Ir 1% Eu bW) \ 
Ion b\4) si, . 


(3.) 


& 











Be ir "m u wi nn ‘ x 
* ER ha ELITE 
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mit D,, so wie die inverse Substitution der letzteren mit BC’. Wendet man 
nunmehr auf 9%, %, ... Y. die Substitulion 


(4) BIB,BCDB,TT,BC®...B,ILBC® = S 


an, so erhält man die Werthe des fortgeseizten Fundamentalsystems längs / 


B4 


innerhalb G@,, wenn man in den erhaltenen » linearen Functionen von y,. 
Ys +... 9, für die letzteren Functionen die Werthe der Reihen aus No. 5 für 
die Punkte längs /, innerhalb @, setzt. 

Hiermit sind die Werthe der y, längs der Absonderungscurve inner- 
halb @, vermittelst der in No. 5 für das Gebiet @, bestimmten Reihen aus- 


drückbar. 


12. 
Da die Integrale der Differentialgleichung (1.) No. 4 innerhalb 6, ein- 
deutig,. endlich und continuirlich sind. so ergiebt sich als Darstellung der 


Forlsetzungen von %,, Y2, ... 9, Innerhalb @;: 


1 Yılt 
da) nal a=hd...n 


2rıi 





das Integral erstreckt über den innerhalb @, befindlichen Rand der Abson- 
derungsceurve Ü©,. Es bedeutet hierbei y,(t) die Function y,. wenn statt der 
Variablen 3 die Variable # gesetzt wird. 
Substituirt man in (1.) 
2.) t= F(w) (s. No. 4 Gleichung (3.)), 
so erhält man 


| H,(w) u m; 
(3. Yı = = I —F (vw) dw 
4) I 2nıiJ F(w)— 3 ve 4 
das Integral über den äusseren Rand des Kreises E erstreckt. 


Zur wirklichen Berechnung des Integrals (3.) zerlegt man dasselbe in 
Theilintegrale, erstreckt längs je eines Theiles 4, der Peripherie, der zwischen 
co, und «,,, befindlich ist, so dass. wenn man ein solches Theilintegral mil 


I, bezeichnet: 


Bu 
I, + A, + : Eusl. 


2rui - 


(4) 9 = 


In der vor. Nummer ist aber gezeigt worden, wie y,(t) längs des Theiles 
/, innerhalb @,, also, was dasselbe ist, y,(w) längs A, ausserhalb E mit 
Hülfe der Reihen, die in No. 5 für y,, 9%.» ... 4, oder, was dasselbe ist, für 
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Yıs Das 5» du gegeben worden, ausdrückbar ist. Diese Ausdrücke sind auch 
in die bezüglichen /, zu substituiren. Alsdann liefert Gleichung (4.) das in 


bare ee 


l- in® 


No. 4, II. geforderte Fundamentalsystem 7, ? 


13. 

Nachdem wir nun in No. 5 und 12 für jedes der Gebiete @, und @. 
einheitliche analytische Darstellungen eines Fundamentalsystenss von Integralen 
der Differentialgleichung (1.) No. 4 gegeben, von der Beschaffenheit, dass jede 
innerhalb des ganzen Gebieles @, oder @, gältig ist und innerhalb @, die den 
verschiedenen Umläufen um 2 = %* entsprechenden Werthe wie eine Potenz- 
reihe liefern, muss noch, wie in No. 4, Ill. gefordert wurde, gezeigt werden. 
wie von dem einen Gebiete zu dem anderen übergegangen wird. Es ist 
demnach folgende Aufgabe zu lösen. Eine Curve L führe von einem Punkt: 
A, innerhalb G, zu einem Punkte A, innerhalb G,, nachdem sie ein oder mehrer: 
Mal die Absonderungscurve überschritten. Gegeben seien die Indices der Curven- 
theile I,, welche überschritten werden, die Werthe der y, in A, sollen un- 
mittelbar berechnet werden, ohne die Werthe derselben für die Continwität der 
Zwischenwerthe der Curve L zu berechnen. 

Es überschreite 4 der Reihe nach die Absonderunescurve in den 
Theilen /,, l;, b.; Bi: bus wo auch zwei oder mehrere Indices einander gleich 
sein können, wodurch das mehrfache Ueberschreiten eines Theiles einbegrillfen 
ist. Hierbei wird L abwechselnd in @, ein- und austreten, und zuletzt längs 
/, eintrelen. Nach No. 11 ist beim Eintrilt aus @, in @G, länes /, auf das 
System %,, Y2» --- 4. die Substitution S, anzuwenden, also umgekehrt beim 
Austritt aus @, in G, die inverse Substitution ST”. Demnach ist auf y,. 
Yıs 2. 4. die Substilulion: 

1.) 8,8778, °...8, 
anzuwenden, in den erhaltenen linearen Funclionen für die y, ihre Dar- 
stellungen aus vor. Nummer zu selzen, und aus den so erhaltenen Ausdrücken 


unmittelbar die Werthe der y, in A, zu berechnen. 


14. 
Ist ein beliebiges Integral y der Differentialgleichung (1.) No. 4 da- 


durch gegeben, dass für z= A,. y nebst seinen »—1 ersten Ableitungen vor- 


geschriebene Werthe annehmen, so ist zunächst auf bekannte Weise (s. meine 
Abhandlung, Bd. 66, No. 2) y als lineare homogene Function des Fundamental- 
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systems 9%, 92, ... 4, darzustellen, wodurch sein Ausdruck für das Gebiet 
(, determinirt ist. Es sei 

(1.) - Me Kıyt+kKoy++K,.y.; 
so ist in vor. Nummer bestimmt worden, welche Werthe y,. Ya, -.. Y, in 
A, erhalten. Die Relation (1.) ist aber sowohl für das Gebiet @, als für das 
Gebiet @, gültig, folglich sind nur die nach vor. Nummer für die y, eruirten 
\Werthe in (1.) einzuselzen, um den Werth von y in A, zu erhalten. 


15. 
Wir wollen das Vorhergehende durch das Beispiel einer linearen 
Diiferentialgleichung zweiter Ordnung mit vier endlichen singulären Punkten 
erläutern. Es sei nämlich: 


) 


(1.) (3 —3,) (3 —2;) am u(2—3,) (32°+22,:—2:) — u(33°+23,3—2:)y = 0, 
wo u positiv und keine ganze Zahl. 
Diese Dillferentialgleichung hat das Integral 
2.) Yı = 3—2- 
Bezeichnet 7; ein zweites Integral, welches mit y, ein Fundamentalsystem 
bildet, so ist 





dı 
ds L | + 
dy, Mike p« ° 
9 
wo 
P= (3+2,)(3°’—2;) 


und C eine von Null verschiedene Constante ist (s. meine Abhandlung, Bd. 66, 
No. 2, Gleichung (3.)). Hieraus folgt 


y ö dz j ’ 
n = ( nf (3 — 3)”. Pr +Cyı; 
nr 


wo Ü eine neue Constante. 





Daher ist 
= dz 
[® nn -\ 
(3.) Y: Be (3-3)/ fang ? Du 
.n Y »,) .l 
ein Integral der Differentialgleichung (1.). 
Da eine Gleichung der Form 


Ky+kıp = 0, 
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wo K,. K, Constanten bedeuten, nicht identisch besteht, so bilden y, und y 
ein Fundamenlalsystem. 


16. 
Es werde zunächst vorausgesetzt, dass die vier Punkle +3,. +3, nich! 
in gerader Linie liegen, und auf die Differentialgleichung (1.) vor. Nummeı 
die Substitution aus No. 12, Abth. I., Gleichung (1.) angewendet: 


| 2 vo —+d). 
Zr 
wo 
yzı—-24, d=3+2.1, 
so verwandelt sich dieselbe in: 
a a m dy y 
0 (Yrw!— d*)(w*—1)(yw’—d) —;+[-20(wr—1 0° —d 
f don ’ 
2.) 
H , R > ) y ) " dy \ 
. ER en PET ZU ET om J I : a; ) 
‚(w)ule—1)(yo—d)(yw’—ı H,Ge)(yu | 
wo 
H,(w) = 3y'w’+4yz,w’ + (6y0 — 4z,)w’ + 4dz,w + 30". 


Macht man dieselbe Substitution in y,. %. so erhält man ein Fundamental- 


system von Integralen der Dilferentialgleichung (2.): 





’ 1 gr 
Tr 
\ ’ zu 
3. | wu Y)d 
| > "(Y8D Oo ,Uin 
\ rt u | w w ( 4 
wo 
1 4 
TR D(y'w'— 0 
u = —— 
. we —-Nyw— 06 


Die singulären Punkte der Differentialgleichung (1.) vor. Nummer sind ausseı 

se%X%:z = +5. s=+z, die der Differentialeleichune (2.) dieser Nummer 

sind ausser = =0, dem Mittelpunkte des Grenzkreises A, die Punkte +1. 

+i, welche innerhalb X auf der Peripherie von E liegen, und die Punkte 
Ö is d . 1 e . 1 

+, ti, e ”. wovon die vier ersten ausserhalb X, die beiden letzten 


> an 


y ) —— 


auf der Peripherie von A liegen, wie sich aus No. 12 Abth. I. ergiebl. wenn 


3), & So geordnet sind, dass 


’ 


By - am —>d. 
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Die zum singulären Punkte #—=0 gehörige determinirende Fundamental- 


gleichung der Dilferentialgleichung (2.) ist: 
(4. "+(1-3u)r—du = O. 


ls sind daher 9,, 9, resp. die zu den Wurzeln derselben —1, 3u als Fx- 
ponenten gehörigen Integrale derselben. 

Die Absonderungseurve €, ist in diesem Falle eine Ellipse, deren 
Mittelpunkt im Anfange der z, deren grosse Axe in die Richtung der Ge- 


raden (Gleichung (10.). No. 12, Abth. I.) fällt, und deren Axenlängen sich au 


U 
> 


den Gleichungen (6.) ebendas. ergeben, wenn man r = 1] setzt. 


17. 
Um die Darstellung von , innerhalb @, zu erhalten, beschränke ma: 
» in vd, Gleichung (9.) vor. Nummer auf die Fläche von E, so ist der Factor 
von 0“ unter dem Integralzeichen innerhalb E nach positiven ganzzahligen 


ap 


Polenzen von :» entwickelbar. da mod. - 1. Es sei demnach 
( 
yon“ D) 2; 
[#, —— —— — = 4,0% +0 +, 
5 | (w—1)' yw— oO) g" ö 
so ergiebt sich innerhalb E: 
) ; y - ‘) u I Y) MH! u j l [ a ’ B . - = Fk WR a Ik _. en ee m 
we | L3u-+1 3u 2  3u-+3 


Nach No. 2 ist hierin ww, stalt «@ zu setzen, um 9, innerhalb @, darzustellen 


Nun ist nach Gleichung (1.) vor. Nummer 


wo das Vorzeichen der Wurzelgrösse innerhalb @, dadurch bestimmt ist, dass 


für = %®x, = ist. Denn innerhalb @, ist die Wurzelerösse von Null 


y) 


entspricht, und 


verschieden, weil dem Werthe 2= yyd der Werth «, = 
/ 

da dieser Punkt sich ausserhalb E befindet, so ist auch == yyo ausserhalh 

G, su suchen: 


Demnach ist innerhalb @;: 


» rt 1 


AT ee). 
(A.) . 7 ee 2" 3-3) ( y u), | n 








0 vu NM + 
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1S. 
In der Umgebung von @—=1 ist 
\ ‚ u u Yu Ö 
A 
u ! ‚w—0)qg 
in einer Reihe der Form: 
(2 3 Pr „>= to (w—1 
o—1 iD I 5 
darstellbar, wo 
PR di d “ 
(3. -_—] | Br ’ It | 5 . 
dev Äh 
Es sei daher & ein fester Punkt in der Umgebung von ww —= 1. so is! in der- 


”r 


selben Umgebung nach Gleichung (3.) No. 16: 


y, = 2°% 'y/ Sdo—2’"'y, E+2’ vi -+{_,loee(w—1 
\ » Th N 
(4., 
| we] 
ae \\ = | f E 
wo E eine Constanle ist. deren Werth: 
y\ nu) 1 4 pe! | 
v FE Aa IVO! € i Zu | 
“ Eu | De u | 


Ist », der Werth von v,. in welchen dasselbe nach einem Umlaufe um 1 
j 
I 


übergeht, so folgt aus Gleichung (3.). dass 


>.) u ae rg ut, 


Die zum singulären Punkte «= =; gehörige determinirende Fundamental- 





sleichung der Differentialgleichung (2.) No. 16 ist 

IR: r(r—1)i-+ur 0. 
Es sei 4,,. 9, das zu den Wurzeln O0, 1— 1 derselben als Exponenten ge- 
hörige Fundamentalsystem von Integralen derselben Differentialgleichung. so 
ist in der Umgebung von w =i 


4 \1 n 
2.) Dj 1) U)»n - I" - "S Un " 


I 9 
wo 7, eine nach positiven ganzzahligen Polenzen von ıw —i fortschreitende 


Reihe ist. Es ist für # =‘, 1, =5—2;; ferner nehmen wir w,,(ü | an. 


Es sei y, wie bisher dadurch fixirt, dass sein Ausdruck innerhalb & 
28 * 
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egeben ist, so ist in dem Flächentheile, welcher 


durch Gleichung (2.) No. 17 


Ne 


der Umgebung von «=: und der Fläche von E gemeinschaftlich ist: 


l— u 


(3.) = by +bi’(w—i) "wa. 
Dividirt man diese Gleichung durch v, und differentiirt nach wo, so erhält man: 
4.) VS = Ib) (w—i)r%n(w), 

Wo (ww) eine nach positiven ganzzahligen Potenzen von @—i fortschreitende 
‚ ve —u zi; ei ; 
Reihe bedeutet, welche für w=-i den Werth ——- —- hat. Die Gleichung (4. 

“> =; 
giebt daher, nachdem man beiderseits mit (w—i)“ multiplieirt, für w = i 


ren 
3 


.- (2) 
H2 ) = — 
% b! u 


: 
nu nn 
< u)(3,—3, 


! F= S(w— 1)“ 1 
| me > 
Be dıma Jw=i a 


mit der Nebenbestimmung, dass 


Setzen wir 


oder 
u () 


je nachdem m > 0 oder m = 0, wenn m die grösste ganze in «u enthaltene 


Zahl bedeutet, so dass 


m 


fis  (w—i)" Sas,(w—i)‘]dw 


0) 
für w=i endlich. Es folgt daher aus Gleichung (3.), dass ebenso 


m » a .,518 
I fan N Hutilu / a he) 
bw) Fr. rt wi, 


os a+1—u 





für © = endlich ist, und demnach von der Form 


(w _ )' "© 
ist, wo @,„ eine nach posiliven ganzzahligen Polenzen von «©—i fortschreitende 
Reihe bedeutet. 


Es ergiebt sich daher aus Gleichung (3.) 


m 


zen [S-(w—i)t Zus (w—i)t]de 
I 


0 


| | lu x Sal - Du 


a 
5» 
> 
\ .- 4 
” 


I 


bi (pi) .,t+2#r!, —1) it A 
ı Mır\ ) 22 1 ıl / vv a+l—u 
































er 
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Für == giebt diese Gleichung 


-: 


1 n le 
2) 935 l Y Ds „ \g r u . f . X 
ae se F S—-(e—i)* 35, (wi) dw— Rt ey, i 
« } T + Ei 
[#) ; 


Das Integral in dieser Gleichung erstreckt sich innerhalb E, und die Be- 
rechnung desselben ist auszuführen, indem sowohl S als auch die Potenzen 
w—i)""*" nach Potenzen von w entwickelt werden, wodurch der Ausdruck 
unter dem Integralzeichen in eine nach Potenzen von «© fortschreitende Reihe 


verwandelt wird, die eine Integration bis » =; zulässt. 


20. 
Die Gleichung (1.) vor, Nummer ist auch die determinirende Fun- 
damentalgleichung der Differentialgleichung (2.) No. 16 für die singulären 
Punkte © = —1,. ®=—i. DBezeichnen wir die zueehörieen Fundamental- 


systeme resp. mil d;,. d. und d.. Da, So dass 
! I 4 
u ei Beat ?y,, 


(2.) Y;ı Vs Di w ri U. 


WO %z5, 1» nach positiven ganzzahligen Potenzen resp. von +1 und w-+i 
fortschreitende Reihen sind, die resp. für e=—1l und «= -—i den Werth 
Fins haben. 
Es ist alsdann analog der Gleichung (3.) vor. Nummer 
(8. , = by, +6” (w-1)"w,, 


4.) m = by tb’ (ko) "wa. 


\ i 


Es ergiebt sich analog der Gleichung (5.) vor. Nummer 

















4 Lo. - 
z \ h) a a Br 
Me Fan res 
Dw (1- fi a | » (2, = EN je 
pe ih, 
6.) Pi — Pr a u = “ 
ie : (l— u)2“ (2 +2,)|z, (2, —2,)]|* 
En .# Br i 2/i | h 2 1/7 
und wenn man: 
faS(w-+1)“" | 
FE Be A — ı- $9. 
L dım® RR A ae 
aS(w +)“ I 
nen - $4 
£ die? ea ’ 








setzt, so ist analog der Gleichung (%.) vor. Nummer 








% 
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- (3) url er x 1 a S3a 
\ J PRREEER. J f Y f 7 —// u f N “3 N - c 
) 09-2 [S-(w+1)* es, (w-H)]dw— ut 3, —a—, 
\ J \ I / 0 a ) 1 -1— IL 
0 
(4) Hurıf Tr S 1 /;\1 N (2)% 54, 
\ \ m 7 N [ Y f n * = E . 4 “ " ‘ : 1} 1 ” y fe / ne [v3 
8.) bi Pad 8— (+) Zus, (w +i)]do -2r Hr B, 
‚ 2 N © 0 +a e 3 0) a u ji | —— if 


0) 





worin die Integrale innerhalb E zu erstrecken und wie das Integral in Glei- 
chung (7.) zu berechnen sind. 

Bezeichnet man mit 9\”, 1», 99 die Werthe, in welche v, nach einem 
Umlauf resp. um ö, —1, —; übergeht, so folgen aus den Gleichungen (3. 
vor. Nummer und (3.) und (4.) dieser Nummer die der Gleichung (4.) No. 18 


analogen Gleichungen: 


2) _ A| y 

y’ = b’il-ely,+tey. 
(9.) Ka — bi’il—ely, +oy:. 

y(r En by fl—eoly, - a. 


Wo 


> 
„ri 4) 


ag 
gesetzt ist. 

Die Bestimmung der Grössen bj”, b\* hätle nach Vorschrift der No. 9 
erfolgen können, wenn man aus der Differentiaigleichung (2.) No. 16 fü 
y, und die y,; die hinreichende Anzahl von Gliedern ihrer Reihenentwicke- 
lungen abgeleitet hälte. Wir zogen es aber bei unserem Beispiele vor, die 
Berechnung dieser Grössen direct an die Form des Integrals 9, Gleichung (9. 


No. 16 anzuknüplen. 


21. 


Nach No. 12 ist innerhalb @, 


| ” u, (yw— 06) 
A) me - il PT ae 
das Integral über den äusseren Rand des Kreises E erstreckt. Wir haben 
nach der dorligen Vorschrift dasselbe in eier Integrale zu zerlegen, erstreckt! 
über den äusseren Rand der vier Quadranten, in welche die singulären Punkle 
+1, +i die Peripherie zerfällen. 
Seizen wir 
2) ec 


u (zw? — 2zw + 0) F 


(3.) u: . I/>: Rdw + 9: Rdw + y,Rdw +f »Rdw], 


1 


er 








m 


Pi 
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die sämmtlichen Integrale längs des äusseren Randes des entsprechenden 
Quadranten erstreckt. 

Nach den Gleichungen (9.) vor. Nummer und den Vorschriften der 
No. 11—12 ist 


ra. 1 1 
| / vd / bi’ l—o)y tag Kid, 


\ | | 
fr f—i 


4.) / vide = J bb a)yil—o)y ta y|Kdu 
1 I f l 
| / yRhdw / (d’+b”a+b" a )l—e)ytey|hde, 


wo die Integrale linkerhand längs des äusseren, die enisprechenden rechterhand 
länes des inneren Randes des von den beiden Grenzen des Integrals abee- 
Iheilten Quadranten zu erstrecken sind. Werden die Werthe (4.) in Glei- 
chung (3.) substiluirt. so kann man in jedem der vier Integrale für 9, die 
Entwickelung nach Potenzen von :v aus Gleichung (2.) No. 17 setzen, und 


die Integralionen vollziehen. 

Man besitzt also in der Gleichung (3.) nach dieser Substlitulion eine 
einfach berechenbare Entwickelung eültie im ganzen Gebiete @,; 

Der Uebergang aus dem einen Gebiete @, in das andere @, geschieht 
mit Hülfe der in No. 185—20 enthaltenen Formeln nach Vorschrift von 
No. 13 und 14. 

Liegen die vier Punkte +3,, +3, in gerader Linie, so ist die Dilfe- 
rentialgleichung (1.) No. 15 nach No. 13 Abth. I. zu transformiren. 


Greifswald, den 30. Juli 1872. 
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Beitrag zur Theorie der Abelschen Kuncetionen. 
(Von Herrn J. Thomae in Halle.) 


I seiner Theorie der Abelischen Functionen, Bd. 54 dieses Journals 
Artikel 25, lehrt Atemann Integrale dritter Gattung durch die Differenz der 
Logarithmen zweier 9-Funclionen ausdrücken. Um umgekehrt den Lo- 
garithmus einer #-Funclion durch Integrale algebraischer Functionen auszu- 
drücken, erübrigt noch, eine Constante, etwa log9(0,.0,...0), als Function 
der Klassenmoduln eines Sysiems algebraischer Functionen darzustellen. 
Riemann giebt nun Mittel an, dlog9(0,0,...0) als eine lineare Function der 
Differentiale jener Klassenmoduln auszudrücken, deren Coeffieienten aus alge- 
braischen Functionen und deren Integralen zusammengesetzt sind, eine Rech- 
nung, welche ich im 66. Bande, pag. 95 dieses Journals ausgeführt habe. Die 
Integration dieser Differentialgleichung ist bis jetzt jedoch abgesehen von dem 
Falle nur zweiwerthiger Funclionen, für welche ich sie pag. 201, Bd. 71 
dieses Journals durchgeführt habe, noch nicht gelungen. Dieselbe wird hier 
geleistet, indem sie darauf zurückgeführt wird, eine algebraische Function zu 
construiren, deren Verzweigung und deren Punkte Null und Unendlich ee- 
geben sind. Hierdurch ist das Integral bis auf einen constanten Factor be- 
stimmt, und kann in jedem Falle mit algebraischen Mitteln dargestellt werden. 
Die Auswerthung jenes Faclors aber kann mit denselben Methoden erreich! 
werden, mit welchen sie für den Fall zweiwerthiger Functionen pag. 216. 
Bd. 71 dieses Journals von mir ausgelührt ist. 

Es wird in diesem Aufsatze die Bezeichnung angewendet, und zwar 
meist ohne noch eine besondere Erklärung voraufgehen zu lassen. deren sich 
Riemann in seinen Abhandlungen ..Theorie der Abelschen Funetionen‘ pag. 101. 
Bd. 54 dieses Journals und ..über das Verschwinden der 9- Functionen“ 


pag. 161, Bd. 65 dieses Journals bedient. Unter jaz.), (4, #|, ele. ver- 


stehen wir die aus p’ Elementen a. 4, ... a,,; bez. (1,1), z(1,2), 

z(p.p)., etc. gebildete Determinante, und wenn es, ohne undeutlich zu werden, 
geschehen kann, soll dasselbe schon unter |a|, bez. |z| etc. verstanden werden. 
Ueberhaupt aber werden die Indices oder der Index einer Grösse fortgelassen 
werden. wenn von einer willkürlichen unter den mit diesen Indices behafteten 


die Rede ist. 
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Im Artikel 1 dieses Aufsatzes wird nun eine Riemannsche Fläche T 


durch ein canonisches Schnittnetz in eine einfach zusammenhängende Fläche 
T' in einer Weise zerlegt, welche von der durch Atiemann pag. 143, Bd. 54 
dieses Journals vorgeschriebenen nur wenig verschieden ist. Solcher Schnitt- 
neize giebt es unendlich viele in einer Fläche T, aber zwischen den Pe- 
riodieitätsmoduln überall endlicher Abelscher Integrale, welche zu den ver- 
schiedenen Zerschneidungen gehören, bestehen lineare Beziehungen mit ganz- 
zahligen Coeflicienten, welche den von Herrn Kronecker (in Vorlesungen 
1864—65) so genannten „Abelschen Transformationsrelationen* (Gleichung (4. 
Art. 1) Genüge leisten. Umgekehrt entspricht jedem System ganzzahliger 
Coefficienten. welches den Abelschen Transformationsrelationen genügt. ein 
canonisches Schnittnetz in T. Die Resultate dieses Artikels befinden sich im 
Wesentlichen bereits in einem von mir 1867 veröffentlichten Aufsatze „über 
einige Sätze der Analysis situs* in Schlömilchs Zeitschrift, Jahrgang All., 
pag. 361. Jeder canonischen Zerschneidung der Fläche T entspricht nun eine 
bestimmte 9-Funclion, und man erhält somit unendlich viele verschiedene 
#-Functionen, die zu einander in einem constanten Verhältnisse stehen. 
Dieses Verhältniss habe ich in meiner Inauguraldissertation über die Trans- 
formation der 9-Funclionen. Göttingen 1864. bestimmt, und es ist auch in der 
Theorie der Abelschen Functionen von (lebsch und Gordan (Leipzig 1866) 
enthalten. Die dabei auftretende numerische Constante,. deren wesentlichste 
Eigenschaft es ist, eine achte Wurzel der Einheit zu sein. ist von Herrn 
Weber im 74. Bande. pag. 57 dieses Journals weiter untersucht worden. Im 
Artikel 2 dieses Aufsatzes habe ich die Beziehung zwischen zwei verschie- 
denen Zerschneidungen der Fläche T angehörenden 9-Functionen nach den 
in meiner Inauguraldisserlalion angewandten Prineipien. ohne auf Einzelheiten 
einzugehen, hergeleitet, und in einer für den augenblicklichen Zweck passenden 
Form niedergeschrieben (Gleichung (20.) Art. 2). 

Eine /tiemannsche Fläche T ist durch ihre Verzweigungswerthe 4,. 
in. ... nicht völlig bestimmt, sondern es giebt, wenn T mehr als zwei Blätter 
hat, immer eine zwar endliche, aber grössere Anzahl verschieden verzweigter 
Flächen T, in welchen die Verzweigungspunkte über denselben Punkten der 
5-Ebene liegen, und umgekehrt können Flächen eine verschiedene Ansich! 
darbieten. obgleich sie ohne ihren Charakter zu ändern auf einander zurück- 
führbar sind. Solche Flächen werden im Artikel 3 „im Wesentlichen gleiche 
Flächen“ genannt. und es wird darin gezeigt, dass eine solche Verschieden- 
)0 


a 
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heit auch für die Zerschneidung der Fläche in eine einfach zusammenhängende 
unwesentlich ist. Auch wird dort gezeigt, dass immer eine wie T verzweigte 
algebraische Function s existirt, welche ungeändert bleibt, wenn ein beliebiger 
Verzweigungspunkt k in der ganzen Fläche T herumgeführt und so an seinen 
Platz zurückgebracht wird, dass eine der ursprünglichen gleiche oder im 
Wesentlichen gleiche Fläche entsteht. 

Im Artikel 4 wird sodann eine Function f, die achte Potenz des Pro- 
ductes aller mit den Argumenten, welche darin Null sind, nicht verschwin- 
denden (durch die Gleichung (7.) des Art. 2 definirten) 9-Functionen, dividirt 
durch die Quadratwurzel einer aus Periodicitätsmoduln gebildeten Determinante 
für beliebige Lagen eines beweglichen Verzweigungspunktes (A) untersucht 
und gezeigt, dass sie eine einwerthige Function einer Riemannschen Fläche 
(K) sei, deren zur Construction nöthige Elemente gefunden werden. Die Unter- 
suchung der Function f in dem Falle, in welchem % auf einen Verzweigungs- 
punkt fällt und ihn aufhebt, wird im Artikel 5 angestellt, und aus den Re- 
sultaten dieser Untersuchung gefolgert, dass f eine algebraische Function sei. 

Im Artikel 6 werden die Punkte der Fläche K, in welchen f ver- 





' ’ ' ; olog h 
schwindet und unendlich wird, dadurch bestimmt, dass Ser als eine alge- 


braische in AK einwerlthige Funclion dargestellt wird. Diese Function wird 
nämlich überall da unendlich, wo f verschwindet oder unendlich wird, und 
es wird im Artikel 6 gezeigt, wie man die einen und wie man die andern 
dieser Punkte erhält. Die Herleitung der Function 9(0,0,...0) aus der 


Function f ist eine rein algebraische. 
olog#(0,0,... 0) 


ok 





Den von mir Band 66, pag. 95 dieses Journals für 


gegebenen Ausdruck hat Herr Fuchs im 73. Bande, pag. 320 dieses Journals 
passend transformirt, indem er zwar von andern Gesichtspunkten ausgeht, im 
Grunde jedoch diejenigen Rechnungen ausführt, welche pag. 96, Bd. 66 dieses 
Journals zu diesem Zwecke angegeben sind, was man durch Vergleichung dieser 
Rechnungen mit dem Arlikel 6 des vorliegenden Aufsatzes erkennen wird. 


1. 

Eine 2p-+1fach zusammenhängende Riemannsche Fläche T werde 
durch p Systeme von je zwei Querschnitten (a, b) nebst p ihnen voraul- 
gehenden Linien (c) in folgender Weise in eine einfach zusammenhängende 
Fläche 7’ zerschnitten. Man ziehe von einem beliebigen Punkte P aus einen 





Se 
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in einen früheren Punkt dieses Zuges zurücklaufenden Querschnitt a, oder 
b,, so dass derselbe aus einem in sich zurücklaufenden Stück a, oder 5, und 
einer diesem voraufgehenden Linie c, besteht. Die Richtung, in welcher 
dieser Schnitt gezogen wird, werde die positive, und dasjenige Ufer der- 
selben, welches hierbei zur Linken liegt, das positive Ufer genannt. Die 
Linie c, kann dann ebensowohl auf das positive wie auf das negative Ufer 
von a, bez. b, führen, je nach der Richtung, in welcher man sich von dem 
mit ec, gemeinsamen Punkte aus diesen Schnitt a, bez. b, gezogen denkt. Ein 
Querschnitt b, werde dann von einem Punkte auf dem positiven Ufer von a, zu 
demselben Punkte auf dem negativen Ufer von a, zurückgeführt, oder wenn der 
zuerst gezogene Querschnitt b, war, so werde ein Querschnilt «, vom negaliven 
Ufer von b, auf das positive zum Anfangspunkte zurückgeführt. Die hierbei 
innegehaltene Richtung heisse die posilive, und das zur Linken gelegene Ufer 
werde das positive genannt. Die Begrenzung der Fläche 7 wird hierauf aus 
einem Stücke bestehen, und es führt db, vom positiven Ufer von «a, zum ne- 
galiven, a, vom negaliven zum posiliven von b,,. wenn man diesen ()uer- 
schnitten in positiver Richtung folgt. Die Linie e, kann auf das positive oder 
negative Ufer von a, oder 5, führen. Vom Punkte P aus ziehe man weiter 
einen Querschnitt bis zu einem früheren Punkte desselben zurück. so dass 
dieser Querschnitt aus einer in sich zurücklaufenden Linie «a, oder b, und 
einem dieser Linie voraufgehenden Theile e, besteht. Die Richtung, in welcher 
dieser Weg gemacht ist, heisse die positive, und das zur Linken gelegene 
Ufer werde das positive genannt. Den folgenden Schnitt b, bez. a, führe 
man von dem posiliven Ufer von a, bez. vom negativen von 5, auf das andere 
Ufer zum Anfangspunkte zurück, bezeichne wiederum die Richtung des Ziehens 
als die positive und die linke Seite als das positive Ufer des Schnittes. Die 
Begrenzung der Fläche T, welche aus den positiven und negativen Ufern der 
beiden Systeme a,, b,; @,. b, und den beiden Ufern der Linien c,, ec, zu- 
sammengesetzt ist, besteht nun wieder aus einem Stücke. So fahre man fort, 
bis die Fläche 7 in die einfach zusammenhängende T’ zerschnitten ist. Das 
ganze Netz besteht dann aus p Systemen von je zwei Querschnitten (a,, b,) 
und p diesen voraufgehenden Linien (e,), welche die Systeme mit einem be- 
liebig gewählten Punkte der Fläche T verbinden *). Ein solches Schnittnetz 


EEE 





_—- 


*) Die Linien (ec) sind übrigens in den meisten Untersuchungen so unwesentlich, 
dass man sie ohne Nachtheil fortlassen kann, obgleich dann 7’ nicht einfach zu- 
sammenhängend ist. 
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soll ein canonisches heissen, und es soll gestaltet sein, dass man, um von einer 
Linie ec, zur folgenden zu gelangen, den Punkt P durchschneiden muss. 
Solcher canonischer Schnittnetze giebt es unendlich viele in einer und 


derselben Fläche T. Ein zweites canonisches Netz in T werde mit T’, die 


einzelnen Schnittsysteme derselben werden mit a, bi; a,, Ds} ..., die diese 
Systeme mit einem beliebigen Punkte P verbindenden Linien werden mit 


Cs Ca, . .. bezeichnet. Ferner seien 


0, = Fı (8; un A Fı (8; 3) er . u, ea 2262 3) a 
(6) oF F oF 
os n 


os 08 


p von einander unabhängige Integrale erster Gattung der Fläche T, und es 
mögen die Periodieitätsmoduln dieser Integrale in Bezug auf die Zerschneidung 
T' so bezeichnet werden, dass A,, der Periodieitätsmodul von w, am Schnitt 
a,, B,, am Schnitt 5, ist. Es sollen ferner die Periodicitätsmoduln derselben 




















Function w, in Bezug auf die Zerschneidung T’ so bezeichnet werden, dass 
A,, der Periodieitätsmodul am Schnitte a,, B,, am Schnitte b, ist. Da nun 


A,, das über den Schnitt b, in negativer Richtung genommene Integral /dw,. 


fiv 
und B,, das in positiver Richtung über den Schnitt a, genommene Integral 


r 
) 


ist, so können die Periodieitätsmoduln A,, und B,, des Netzes T' aus den 
Periodicitätsmoduln A und B der Function w, des Netzes T’ gefunden werden. 


Denn so oft der Schnitt b, oder a, einen der Schnitte + Di; u, B5 ... 


überschreitet, so oft vermehrt oder vermindert sich das über b, oder a, ge- 


nommene Integral um einen der Periodieitätsmoduln A,., Du; Au, Ba; -- -: 
je nachdem die Schnitte a, b vom negativen zum positiven Ufer oder umge- 


kehrt überschritten werden, und es werden demnach A,,, B,, ganze lineare 


homogene Functionen von A, Bu: Au» Ba; sein mit ganzzahligen 


Coefficienten. Somit kann man setzen 


vu > R u I “ 
(1.) Hr — S, Aug %re + B.d,e; B., nr Au tr B, ds: 


Hierin sind die Zahlen a, b, ce, d nicht ganz willkürlich, denn nach Riemann 


Bd. 54, pag. 144 dieses Journals bestehen für jedwede u. die Gleichungen 


ud, u Se _ Del E “Futo ug ’ ae A u 5 FI u 
N > ‘ % ‘ % = u Dr ' D ” 


Ausserdem ergeben sich noch p Beziehungen zwischen A, B, A, B aus dem 
Umstande, dass der Flächeninhalt der Abbildung der durch die Function vw, 
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abgebildeten Fläche T’ genau so gross sein muss, als der Flächeninhalt der 


Abbildung von T', denn die beiden über der w„-Ebene ausgebreiteten Bilder 
unterscheiden sich nur durch Umsetzung endlicher Stücke. Zerlegt man die 
Periodicitätsmoduln in ihre reellen und imaginären Bestandtheile, indem man 


Aw = er U, + iQ,, $) D. u: It iD, ’ 
Au= zu 21 uv +i@,, 9 Du, 1; Br + ! 


setzt, so ist die Flächeninhaltsbeziehung die folgende: 


(3.) ZU,Dd.-B.&, um. Pr EM nt 7 VRR 
welche für «=1, 2, 3, ... p zu bilden ist. Aus den Gleichungen (2.) und 
(3.) ergeben sich für die ganzen Zahlen a, b, c, d die p.2p—1 Bedingungs- 
gleichungen 
Fr, Au ou un; 0, DIR | ee Bela 7 0, 


1% - 1 ” 
ou OU i ’ 
» „is 


in denen für uw’ alle ein a u zu nehmen sind. Mit Rücksicht 


I 
) u a 4 Con 


>> „A Du — lan aan 0, =, ‚a Du I b 


[G dd ou 


(4.) 


auf diese Relationen drücken sich umgekehrt die A und B ausserordentlich 


leicht durch die A und B aus, denn aus ihnen folgen sofort die Identitäten 


IB FE R BE, -, ei 
(9.) A — =, Audır — Burda, , bo: 3 — Ayuule 1 b „m, , 


\ uv Ö 

und da für die Transformation der Zerschneidung T’ in die Zerschneidung 7’ 

dieselben Bedingungen (2.) und (3.) massgebend sind als für die Transfor- 
mation von 7’ in T’, so erhellt, dass die Relationen 

Fedne Ba Da 

Au dur Dura = FuAusd 4 


uov 
‘ “ 


db.=0, 
c . 


UDO 
» 


= Duo Cuo zn 0, Ei En ‘po 


Ho 


eine unmittelbare Folge derer unter (4.) sind. 

Es fragt sich nun aber, ob die Bedingungsgleichungen (4.), die für die 
Transformation 7’ in T’ zwischen den Coefficienten a, b, c, d bestehen, die 
einzigen sind. welche erfüllt werden müssen, oder es fragt sich, ob jedem 
den Relationen (1.) und den Bedingungen (4.) genügenden Periodieitätsmodul- 
systeme auch eine Transformation eines Schniltnetzes T' in ein Netz 7’ ent- 
spricht. Dass dies wirklich der Fall ist, soll jetzt dadurch gezeigt werden, 


—— 


*) In meiner Inauguraldissertation ist irrthümlich für 1 auch —1 zugelassen. Für 
—1 können die die &-Functionen darstellenden Reihen en convergiren. 
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dass wir eine solche Transformation aus einer Reihe einfacher zusammen- 
seizen. 


a, und folglich auch in 5b, dasjenige Ufer das positive sein, welches in T’ an 
a, bez. b, das negalive ist. 
Dann ist 


— pp — 


1, 


Amel, Hr rl, du —d,_n > Deyisrı >=" 
er TOR np 

Alle übrigen a, b, c, d sind Null. 

II. Die Systeme der Zerschneidung T’ und des Netzes T’ sollen der 
Lage nach auf einander fallen, aber a,b. soll auf a.b. und a.b.. auf a,b. 
fallen, also beide Netze sollen sich nur durch veränderte Zählung der Systeme 
von einander unterscheiden. 

Dann ist 

At hrs 10 Are dd, sn 


= + =d,._0 derer mt —d.,—l, N... =l., = PorR a Pe 





de 
Alle übrigen a, b, c, d sind Null. 

III. Die Netze T und T’ sollen auf einander fallen, jedoch soll a, auf 

b.. b, auf a, fallen. Hierbei ändert sich das Vorzeichen des Ufers eines der 


beiden Querschnitte. Es ist also für jedwedes « 


A„=4+B,., B.= FA, 
Dann ist 
= — ed =1, 


Ale —=d,_- Ar Ft de md,_, 1 d;risrı > — pp 


tl el 


ec 


Alle übrigen a, b, c, d sind Null. 
IV. Es sollen die Netze 7’ und T’ zusammenfallen. ausser a, und a.. 


Es soll nämlich a, mit a, beginnen, aber a, etwa parallel b, um diesen (Quer- 
schnitt (b,) herumgeführt werden (so dass kein anderer Querschnitt getroffen 
wird, ausser etwa c,, von welcher Linie dann der zwischen zwei Punkten 
des Systems a,, b. verlaufende Theil fortzulassen ist), bis der Schnitt «a, aul 
dem entgegengesetzten Ufer in endlicher Entfernung vom Anfangspunkte ge- 


troffen wird. Von da ab soll a, mit a, in positiver Richtung verlaufend zu- 


sammenfallen. Es haben dann a, und a, einen gemeinsamen Theil, und jede 
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dieser Linien hat ein Stück für sich. (Diese letzteren und der Querschnitt b, 
(oder b,) begrenzen zusammen ein Stück der Fläche T vollständig.) Der Pe- 


riodieitätsmodul von ®, am Schnitt 5, ist D,,, am Schnitt b. ist er 


B ur Du: + A 


UE 


nach der Richtung, in welcher a, gezogen wurde. 


Dann ist 


| 
Le 
| 
+ 


a ep 


Alle übrigen a, b, c, d sind Null. 

V. Endlich sollen sich T’ und T’ nur dadurch unterscheiden. dass «a 
eiwa eben da beginnt, wo a, anfängt, und durch das Innere von T’ nach a.,, 
hinläuft und diesen Querschnitt überschreitet. Von dort kann man dann ohne 
irgend einen Querschnitt zu schneiden oder einen früheren Punkt dieser Linie zu 
ireffen, die Linie a, zu irgend einem vom Ausgangspunkte verschiedenen 
Punkte der Linie a, führen und in ihrem weiteren Verlaufe mit dieser Linie 
zusammenfallen lassen. Hebt man nun das Stück von a,, welches nicht mit 
a, zusammenfällt, und a,,, ganz auf, so besteht das Netz aus 2p—1 Quer- 
schnitten, und es lässt sich mithin vom negativen Ufer von b,,, aufs posilive 
zum Anfangspunkt zurück ein Querschnitt a,.,, ziehen, welcher keinen der 
vorhandenen (uerschnitte trifft. Man kann ihn in verschiedener Weise ziehen. 
und es erhalten bei verschiedenen Lagen desselben für e=1,2,... p die 
Grössen m; ‚, allein verschiedene Werthe, und da nur die zerstörten Quer- 
schnitte a, und a,,, durch ihn geschnitten werden dürfen, so ist B,.., in 
der Form B,..,+mA,.+1A,;.;ı enthalten. Ferner ist B..=B.:+A,.caı: 


während alle übrigen A,, und B,, mit den Grössen A,,, P,, übereinstimmen. 
Wesen IV. kann man immer den einfachsten Fall annehmen, nämlich dass 


n=0 sei, und da die Gleichungen (4.) bestehen müssen, so folgt für diesen 
Fall m= +1, so dass 
s un A: Ass +19 Du +1 en PR 1 is 


ist. Dann ist 
A, = An = =D. — 1, Cer16' ee +3, 


Alle übrigen a, b. c, d sind Null. 
Indem man nun diese fünf Transformalionen, sie successive in be- 


liebiger Reihenfolge anwendend, dazu benutzt, ein Netz T’ in ein anderes T’ etc. 








a ln 5 I 20 en 


Er 
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endlich in T’ zu transformiren, so gelangt man zu complieirteren Zahlen- 
systemen, und zwar kann man, wie Herr Kronecker *) gezeigt hat, durch 
successive Anwendung der in I. bis V. enthaltenen Zahlensysteme a, b, c, vd 
zu jedem beliebigen Zahlensysteme gelangen, welches den Relationen (4. 
Genüge leistet. Diese Rechnungen setzen wir hier als bekannt voraus. und 
folgern daraus den Satz: 

VI. Jedem den Gleichungen (4.) genügenden Zahlensysteme a, b, c, d 
entspricht eine Transformation einer canonischen Zerschneidung T’ einer 
Riemannschen Fläche T in eine andere canonische Zerschneidung derselben 
Fläche. 


Es werde nun 


p 
( Ei / 
| Fu.n, sun Sn. 2p Us Urn... u.) = Fo (u (%,)) 
3 l 


PP,» 
\ 
’ 
ur (&) 
ns m 
\ _—— 06 


geselzi, worin die A und g ganze Zahlen sind, die Summationen im Exponenten 


f 
(7.) PN” | p RR | R 
R (3) Au (mu -} ah.) mo + ihr) +2 (ut 3guin) (mu-+ sh.) 
ı 1 
e 


sich auf ww, die äusseren auf m,, m,, ... m, beziehen und 
010 


P . ir / 
(8.) FDP ni En 7 


“ 
dd 7) ) | fi) 
‘ » + „ 
+ 
5 





ist, und die Moduln a,,. die Periodieitätsmoduln der Functionen a gemäss 
Riemanns Vorschrift (Bd. 54, pag. 145 dieses Journals) an den Querschnitten 
eines Netzes T’ sind. (Mit dem Zeichen d soll eine formale Differen- 
tialion angezeigt werden.) Wenn in einer $-Function sämmtliche Argumente 
Null sind, so soll sie kurz mit 9, bezeichnet werden. 

Aus der blossen Ansicht der durch die Reihe (7.) definirten 9-Function 
ergiebt sich unmittelbar der Salz: 

VI. Eine $-Function bleibt ungeändert, wenn man gleichzeitig h, mit 


hu, 9: mit g., u, mil u,, a,, mil a,;,, 4, mit a,. und a,, mit a,., vertauscht. 
int min 
 . 


2 ’ n . 
Vermehrt man a,, um ir, und beachtet, dass e ist. so er- 


giebt sich eben so leicht der Satz: 


*) In Vorlesungen 1564. Man vergleiche auch C/ebsch und Gordan, Theorie der 
Abelschen Functionen, pag. 305. 
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; p 
VII. Vermehrt man a,. um ir, so verwandelt sich 9,..(u(0.)) in 
AT 


4 


Ih} ire pP 
Br“ I h n 4 (u(w,)) 
Iyflyye»- Ins Js +++ Je» Ge; h; N fern +. 1 ; ’ 
und ähnlich: 
IX. Vermehrt man a.. und a... um in, so verwandelt sich 


p 
Fe (u (%,)) in 
1 


ie} | | ade ). 
Ben + Rs 95 + + Ge 4 Ren Gern ++ Ge + Rs » > ASS en 
Mit derselben Leichtigkeit fliesst aus (7.) der Salz: 

X. Aendert man in einer $-Function die Indices h, 4 um ganze 
Multipla von 2, so bleibt diese entweder ganz ungeändert, oder sie wechselt 
nur ihr Zeichen. 

‘s soll nun in diesem Artikel das Verhältniss festgestellt werden 


P i 
zwischen zwei 9-Functionen,. von denen die eine 9,.(4(.)); wie sie oben 
Ag 


“ RER 
definirt ist, der Zerschneidung 7’ angehört, die andere 9; (#(w,)) zur Zer- 
l 


schneidung 7’ gehört. Es sind in ihr die Argumente durch die Gleichung 
bestimmt 
2 r ölog|A;;. 


(8) u.=m.2,—-——: 


dt o 
- ÖA,u 





D,» 


und die Moduln «,,. sind die Periodieitätsmoduln der Funclionen », an einem 


Schnittnetze 7’, während die Beziehung zwischen den Zahlen h, y und h, 4 
noch späterer Bestimmung (Gleichung (17.)) vorbehalten bleibt. 

Die zwischen solchen 9-Funclionen bestehende Beziehung ist von 
mehreren Mathematikern hergeleitet worden. Ich begnüge mich daher, aus 
jenen Untersuchungen hier dasjenige folgen zu lassen, was für unsere Zwecke 
nöthig ist, ohne die Einzelheiten in der Beweisführung zu reprodueiren. Ich 
habe mich hierzu in meiner Inauguraldissertation des Satzes bedient: 

XI. Eine für alle endlichen Werthe der p complexen Veränderlichen 
Ds rs... w, endliche, stetige und eindeutige Function, welche für beliebige 


pP 
ganzzahlige A und # der Functionalgleichung 


\ 


’ » ‚ öR - 5 (9,4, +h,2,)1ir-2u.2,-(8)2,,000'%,% 
\ J.) (uw, -Z Auok +Bu2.) ) ‘u f(u(,.) ‚ee\% G s 0) . u N Ted 7 ad! „ 
f { \ S In 5 f 
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Genüge leistet, kann sich von der Function 


IF 
_ 007 WO voor oe Rp 5 


nur durch einen von wi, Wr, ... w, unabhängigen Factor unterscheiden. 
In diesem Satze sind die « als Abkürzungen für lineare Ausdrücke in 
w aus den Gleichungen (8.) zu entnehmen. Die Grössen «a,, aber sind als 


Functionen von A und B aus den Gleichungen (10.) zu entnehmen, unter welcher 


(U, Urn... %,) 


Nummer gleich die Grössen a,,. als Functionen von A und B mit Platz 


finden mögen: 


— ölog|A| — 
_ in.z, Al 
F ÖAsu 


Nun besitzt aber, wie man sich leicht überzeugt, die Function 


in (SS) WWy dlog|A| Ölog]A| 


p 0A oB 
Ayy o’ 
Fu. (u a))e ” e- 
d ı 


{ \ > Ja —_’ I 
(10.) A un‘ en Pr OAsu gu‘ 


ou” * 
7 





die Eigenschaft, der Functionalgleichung (9.) und den Bedingungen des 
Satzes XI. Genüge zu leisten, wenn man dort A, B, u, a, h, g für A, B, u, 


a, h, g setzt und die Ah, g durch die Gleichungen bestimmt 


ee u <’ 
(11. IR. en h, ut gebue Mao Duos 


\ d 


er. w 
| Io u h, Co +9, Dyo mt uo Duo ’ 


Entfernen wir die «, durch die Gleichung 
ölog]Al dloglA| ölog|A] 


(12.) (FE) inw.w.— — (FI) ‚ ua. 
Io. Joo TA, OB, EIEEETTE Re > 


so können wir auf Grund des Satzes XI. die Relation hinschreiben, 


2 








A,, SloglA 


ya 3 
(S )oo" U,Usm— 
4 Ai - 


t7ı öB v' Mi 
*“ = Const.3;; (u .))» 
1 





gr 
(13.) Fo Kuc? ))e 
1 


worin die Constante von den x oder w unabhängig ist, und nur von den 
Moduln «,,. und den Zahlen A, g, a, b, c, d abhängt. 

Um die Constante auszuwerthen, betrachten wir in der Gleichung (13.) 
die Variablen x (statt der w) als unabhängige Veränderliche. Dann genügen 
beide Seiten der Gleichung (13.) der Functionalgleichung (9.), wenn man in 


derselben « für vw, a,, für a,,, und für A,,, B,, bez. die Grössen 


’ \ > oe . < on; . 
\ 1 4. J i All a en + u. Uuo b,, 9 Ö, Cu e.T + $, A uo d, o 


VAR" 
; S 
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setzt. In dieser Bezeichnung gelten die Relationen 





— ölog|P Hiragyı- 
(15.) u.=in> —_Iy, u 
» g r v op, 7} S i . It N x . f 
A yo ..— öloe/P 
(16.) a. = m232,—— 0 .; 
j , Eu m: 
_ A,, ölog|A ödlog|P| 
17.) IAl.(in® =!Al|IP. 32. ben Lie — il; 
a a a = öB,, da,. 


Mit Rücksicht auf die letzte dieser Gleichungen u man die Relation (13.) 


/ 
in der Form schreiben 
EEE dlog/P| 


(sw )oo' [Zn U, En.” A BB 


p 2» _ ou, 
(13°.) Fe (u (w,)) — (Const. I; (u (w))e dA,, 
1 1 


Nun genügt die linke Seite dieser Gleichung, wenn «,,. beim Differen- 
tiiren als von a,., unabhängig gilt. für alle «w’ der parliellen Differential- 





gleichung 
" p N \ ar / D y \ 
oo (u (U )) Illu) ) 
f >, \ u 1 di ’ın \ . eG 
(18. 4 - . = — - ” 
Olduu‘ OU OU ur 


welcher demnach die rechte Seite auch genügen muss. Hieraus fliesst für die 
Constante die Differential- und Integralgleichung 


a ©logConst. colog|P! E 
ag) 2 __ EN, Const. = DyEX = Dyial:[Al, 
Oluu OAyuu f 


worin D eine bloss numerische Constante bedeutet. Hiernach kann die ge- 
suchte Beziehung zwischen einer 9-Function, welche der Zerschneidung 7" 
zugehört, und einer $-Function, welche der Zerschneidung 7’ angehört, wenn 
wir für die Argumente © und also auch für die « Null setzen, was für unsere 
Zwecke ausreicht, geschrieben werden 

u F-— 


20.) — == D—z, 
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worin die h, g, h, g in der Beziehung (11.) zu einander stehen, und D, wie 
sogleich gezeigt werden wird, eine achte Wurzel der Einheit ist. 

Ist das Zahlensystem a. b, c, d, welches der Transformation einer 
canonischen Zerschneidung T’ in eine ebensolche 7’ entspricht. das unter 
I. Art. 1 verzeichnete, so werde D mit D, bezeichnet. Dann stimmen die 


h, 9, h, g überein, nur ist = —h., 9.= —g;., die a,, stimmen mit den 


a,, überein, nur ist (u <e) a,, nicht =a,., sondern es ist a.=—a, 
30 * 
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Aber |A| unterscheidet sich von |A| allein dadurch, dass alle Terme 
einer Reihe der Determinante das Vorzeichen gewechselt haben. Für diesen 
Fall unterscheiden sich die -Functionen auf beiden Seiten der Gleichung 
(20.) gar nicht, wie aus der Definition (7.) unmittelbar hervorgeht. Da aber 
ylAl=y-1ylA| ist, so ergiebt sich Dh, = y—1, also für dies specielle D eine 
achte Wurzel der Einheit. 

Ist das System der Zahlen a, b, c, d das unter ll. Art. 1 verzeichnete, 
so soll D mit D, bezeichnet werden. Dann unterscheiden sich nach Satz VII. 
die $-Functionen der Gleichung (20.) gar nicht, aber es ist A=-JA), 
weil zwei Reihen der Determinante ihre Plätze gewechselt haben, und dem- 
nach erhält man y—1 für D,, also eine achte Wurzel der Einheit. 

Ist das System der Zahlen a, b, c, d das der Transformation III. des 


Art. 1. entsprechende, so werde D mit D, bezeichnet. Es ist dann 
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Ferner unterscheidet sich A| von |A| dadurch, dass für die Reihe A,.. 
As, ... A,. die Reihe B,,, BD... ... B,, getreten is. Um D, zu bestimmen, 
kann man B,,=iA,=i, B,. = Au. = B;u = A.u =0 annehmen, woraus sich 


Ge = = 7, au a, =d, A| —4.[4 
ursprünglichen und transformirten 9-Function einander gleich, und man erhält 
deshalb leicht D, = yi.e:”-*°“", also eine achte Wurzel der Einheit. 

Ist a, b, c, d das Zahlensystem, welches unter IV. Art. 1. verzeichnet 


A), und der Satz VI. 


op 1,2 ” . y x. . 
liefert D, = e*”'", also für D, eine achte Wurzel der Einheit. 
Ist endlich das Zahlensystem a, b, c, d das unter V. Art.1. ver- 
zeichnete, so ist die aus (20.) entspringende Gleichung dieselbe als die unter 
1}, h ‚rt 
he Ale 


IX. enthaltene. Wird dann Dmit D, bezeichnet, so ergiebt sich D, = e ; 


also eine achte Wurzel der Einheit. 
Da man nun nach den Motiven des Satzes VI. des Art. 1. jede Trans- 


ergiebt. Dann sind die Moduln der 
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ist, so werde D mit D, bezeichnet, dann ist |A 


formation einer Zerschneidung T’ in jede andere canonische T’ durch eine suc- 
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cessive Anwendung der Transformationen I., II., III., IV., V. erlangen kann und 
Producte aus achten Wurzeln der Einheit eben solche sind, so folgt daraus, dass 
die Zahl D in der Gleichung (20.) allgemein eine achte Wurzel der Einheit ist. 


3. 

Wenn eine Riemannsche Fläche T, die »-fach über die z-Ebene aus- 
gebreitet ist, und welche die Verzweigungspunkte A,, Än. Ay. ... besitzt, ge- 
geben ist, so ist zur vollständigen Bestimmung dieser Fläche nöthig, dass nicht 
bloss die Werthe A. A,. ... der complexen Variablen z3 gegeben sind, welche 
die Punkte der z-Ebene bestimmen, über denen die Verzweigungspunkte liegen, 
und welche Verzweigungswerthe heissen. sondern es muss, indem man die 
Blätter in einer bestimmten Ordnung zählt, noch festgesetzt werden, zwischen 
den wievielsten dieser Blätter die Verzweigung stattlindet. Damit aber die 
Blätter in eindeutiger Weise gezählt werden können, müssen sie in ihrer 
sanzen Ausdehnung genau bestimmt sein, d.h. es müssen diejenigen zwischen 
Verzweigungspunkten verlaufenden Linien. welche die Grenze zwischen zwei 
Blättern angeben, oder welche den Uebergang aus einem Blatte in das andere 
vermitteln und desshalb Brücken genannt werden sollen, ebenfalls gegeben 
sein. Diese Brücken können nun auf unendlich viele verschiedene Arten so 
gezogen werden, dass die Fläche T immer die Verzweigung einer und der- 
selben Function s von z repräsenlirt. Denn wenn man in einer beslimmten 
Fläche T eine Brücke z.B. zwischen dem ersten und zweiten Blatte in einem 
endlichen Theile / zerstört, und denselben durch eine andere die beiden End- 
punkte von / verbindende Linie /’ ersetzt, so wird, wenn in dem von / und 
!' begrenzten Stücke weder im ersten noch im zweiten Blatte sich ein Ver- 
zweigungspunkt vorfindet, durch diese Abänderung der Brücke weiter nichts 
gethan. als für je ein endliches Stück der beiden Blätter (1) und (2) eine 
veränderte Zählung eingeführt. indem beide Stücke ihre Zugehörigkeit zu 
diesen Blättern gegenseitig wechseln. Sämmtliche Verzweigungspunkte wer- 
den als zwischen denselben Blättern liegend gezählt wie vorher. Die ursprüng- 
liche und die entstandene Fläche 7 sind gleichverzweigt, und jede ein- 
werthige Function s der einen. ist auch eine einwerthige Function der 
anderen. Wenn aber die Linien / und Ü zusammen ein Stück begrenzen, in 
dessen Innerem sich ein Punkt vorfindet, um den herum sich das erste Blatt in 
das zweile verzweigt, so tritt derselbe Fall als vorhin ein, es wird dann aber 
die Brücke mit einer anderen zwischen den beiden Blättern vorhandenen sich 
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schneiden müssen, was sehr wohl zulässig ist. Es ist jedoch zweckmässig, 
vorauszusetzen,. dass die Brücken weder mit einander noch für sich selbst 
solche Schleifen bilden, welche bewirken, dass unnützer Weise ein endliches 
Stück eines Blattes in ein anderes versetzt würde, ohne dass auf der Begrenzung 
des Stückes Verzweigungspunkte vorhanden wären. Es würden dann auch 
die einzelnen Blätter für sich betrachtet nicht zusammenhängend sein, sondern 
man könnte in das durch die Schleife begrenzte Stück nur durch Vermittelung 
anderer Blätter gelangen. 

Wenn / und / zusammen ein Stück begrenzen, in deren einem, etw: 
im zweiten Blatte, sich ein Verzweigungspunkt vorfindet, welches das Blatı 
mit einem dritten Blatte verbindet, so wird dadurch je ein endliches Stück 
des zweiten und ersten Blattes anders gezählt werden, aber an der Ver- 
zweigung der Fläche T wird im Wesentlichen nichts geändert, obgleich der 
Verzweigungspunkt zwischen dem zweiten und dritten Blatt sich in einen 
zwischen dem ersten und dritten verwandelt hat. Jede Function s, welche 
vor dieser Abänderung in T einwerthig war, ist es auch nach derselben. 

Umgekehrt kann es geschehen, dass zwei Flächen, T und S, deren 
Verzweigungswerlhe dieselben sind und deren Verzweigungspunkte zwischen 
gleichgezählten Blättern liegen, während allein die Brücken verschieden sind, 
gleichwohl nicht gleichverzweigte sind. Denn es kann geschehen, dass man 
zu Flächen gelangt, in denen die Verzweigungspunkte zwischen verschieden 
gezählte Blätter zu liegen kommen, wenn man die Brücken durch suc- 
cessive Abänderungen in eine den Brücken der anderen Fläche congruente 
Lage zu bringen sucht, also es kann geschehen, dass eine Congruenz über- 
haupt nicht herbeigeführt werden kann. Die beiden Flächen sind dann nich! 
gleichverzweigt. 

Der Riemannsche Begriff gleichverzweigter Flächen ist ein weiterer, 
als er hier angewendet wurde. Wir wollen deshalb alle Flächen, welche 
über der z-Ebene gleich vielfach ausgebreitet sind und die Verzweigung 
einer und derselben algebraischen Function s von 3 repräsenliren „im Wesent- 
lichen gleiche Flächen‘ nennen, wenn sie sich auch durch die Lage der 
Brücken und Zählung der Blätter unterscheiden. Was im Artikel 1 über das 
Verhältniss zweier Zerschneidungen 7’ und T’ einer Fläche gesagt ist, gilt 
auch noch, wenn die Zerschneiduns T’ in T, die andere Zerschneidung, etwa 
S’ in der T im Wesentlichen gleichen Fläche S liegt. Denn jedem Punkte von 
S entspricht ein Punkt und nur ein Punkt der Fläche T und umgekehrt. Die 
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einfach zusammenhängende Fläche S’ muss sich demnach auf eine einfach zu- 
sammenhängende 7’ in T abbilden, woraus die Richtigkeit der Behauptung 
erhellt. 

Wenn zwei Verzweigungspunkte zwischen gleichgezählten Blättern in 
T liegen, und wenn sie nicht durch eine den Uebergang dieser beiden Blätter 
in einander anzeigende Brücke verbunden sind, so kann man immer T in eine 
ihr im Wesentlichen gleiche Fläche verwandeln, in welcher die beiden Punkte 
durch eine Brücke verbunden sind. welche in ihrem ganzen Verlaufe die 
beiden Blätter verbindet, und von keiner anderen Brücke geschnitten wird. 
Denn da diese beiden Verzweigungspunklte, etwa k und 4, zwischen denselben 
Blättern liegen, eiwa zwischen dem ersten und zweiten, so muss in k sowohl 
als in 4 eine Brücke einlaufen, welche wenigstens (von %k und 4 an ge- 
rechnet) in einem kleinen endlichen Theile den Uebergang zwischen den- 
selben zwei Blättern vermittelt. Es seien & und e zwei Punkte in diesen 
Theilen, so kann man & mit e’ durch eine zwischen Blatt 1 und 2 verlaufende 
Linie verbinden, und k mit 4’ durch eine ebensolche Linie, diese beiden 
Linien als Brücken auffassen und e# und e’# als Brücken lilgen, womit die 
ausgesprochene Forderung erfüllt ist, denn durch diese Operation hat sich die 
Verzweigung der Fläche T nicht geändert. 

Denkt man sich nun alle Verzweigungspunkte bis auf einen % fest, und 
führt k in der ganzen Fläche T umher, so entspricht jeder neuen Lage von 
k eine neue Fläche T, und es kann sogar auch dann, wenn der Punkt % in 
seine ursprüngliche Lage zurückgeführt wird, die Fläche 7 eine der ursprüng- 
lichen nicht im Wesentlichen gleiche sein. Denn bei der stetigen Aenderung 
von % hat auch die in % einlaufende Brücke ihre Gestalt geändert, und sie 
kann, wenn % in seine Ursprungslage zurückgeführt ist, sich so geändert 
haben, dass die Fläche T eine von der ursprünglichen wesentlich verschiedene 
seworden ist. 

is giebt aber für jede Lage von %k über einem und demselben Punkte 
der s-Ebene nur eine endliche Anzahl nicht im Wesentlichen gleicher Flächen 
T. Denn eine Function s von z, welche in T einwerlhig ist, kann immer 
so gewählt werden, dass sie k nur algebraisch enthält, und es kann daher für 
jeden bestimmten Werth von % die Function s nur in eine endliche Anzahl 
verschiedener Functionen übergehen, wie auch % an jenen Platz geführt wird. 
Es kann aber andererseits die Function s in mehr verschiedene Functionen 
übergehen, als für k wesentlich verschiedene Flächen T vorhanden sind. 
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Denn ist z. B. o eine einwerthige Function in T, so ist auch s, = f(0,3)+C, fı (0, 3 
eine eben solche, wenn f und f, rationale Funclionen von o und 3 sind. 
Darin kann C, eine beliebige algebraische Function von k sein, welche die 
verschiedenen Werthe C,. ©. ... C, annimmt. wenn k in der Fläche T 
umher und so an seinen Platz zurückgeführt wird, dass eine der ursprüng- 
lichen gleiche oder im Wesentlichen gleiche Fläche entsteht. Und so wird 
auch s, in » verschiedene Functionen übergehen, in s,. &, ... 8,. Welche 
alle wie T verzweigt sind. Man kann aber immer eine Function s finden, 
welche stets dieselbe bleibt, wenn % in T beliebig herumgeführt und so an 
seinen Platz zurückgebracht wird, dass die Fläche 7 sich nicht wesentlich 
geändert hat. Ist nämlich s, eine beliebige wie T verzweigte algebraische 
Function, und kann sie in die verschiedenen Functionen s,, &., ... s, für im 
Wesentlichen gleiche Flächen übergehen, so ist s=s,+s:4+:-+s, eine in T 
einwerthige Function, welche für im Wesentlichen gleiche Flächen nur einen 
Werth oder vielmehr nur eine Form besitzt. Diese Function s kann jedoch 
dann nicht zur Darstellung aller in T einwerthigen Functionen benutzt werden, 
wenn ihre Werthe für dasselbe 3 in Gruppen unter einander gleicher zer- 
fallen. Dann müssen aber nothwendig auch die Punkte, für welche s unend- 
lich wird, gruppenweise über einzelnen Punkten der z-Ebene liegen, und 
zwar muss dann, wenigstens für allgemeine Lagen der Verzweigungspunkte, 
s eine rationale Funclion von z sein, also es müssen die Werthe von s in 
n Gruppen unter einander gleicher zerfallen. Dies wird unbedingt vermieden, 
wenn man annimmt, dass s, nur in Verzweigungspunkten unendlich werde. 
weil dann s,. s,,. ... und folglich s in denselben Punkten und nur in diesen 
unendlich wird und ihre Werthe demnach nicht in Gruppen unter einander 
gleicher zerfallen können. Im Folgenden wird angenommen, dass s für im 
Wesentlichen gleiche Flächen dieselbe Function sei. Wird der Verzweigungs- 
punkt % um den Punkt 3, diesen als fest gedacht herumgeführt,. so ändert s 
zwar seinen Werth, geht aber nur in einen andern Zweigwerth über, während 
s als Function von 3 der Gestalt nach sich nicht geändert hat. 

Man kann nun diese Function s dazu benutzen, eine solche über der 
Ebene der complexen Variablen % überall mehrfach ausgebreitete Fläche A 
zu consiruiren, dass jedem Punkte in A eine einzige Fläche T oder eine 
ihr im Wesentlichen gleiche entspricht, indem man über jedem Punkte der 
k-Ebene so viele Punkte der Fläche construirt, als zu dem entsprechenden 
Verzweigungswerthe % wesentlich verschiedene Flächen T gehören, oder was 
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dasselbe ist, so viele als für diesen Werth von %, s in verschiedene Functionen 
übergehen kann. Die Coefflicienten der Potenzen und Producte von s und 3 in 


























der Gleichung F(s, 3) =0 müssen einwerthige Functionen der Fläche K sein, 
wenn man sie nur von einem etwa vorhandenen gemeinsamen Factor befreit. 





Umgekehrt ist auch diejenige Fläche, in welcher sämmtliche Verhältnisse der 
Coefficienten der Gleichung F(s,z)==0 als Functionen von % einwerthige 
Functionen sind, eine Fläche X, deren Punkten je eine und nur eine Fläche 
T nebst den nicht wesentlich davon verschiedenen entspricht. Denn wenn 
die Coeflicienten oder nur deren Verhältnisse nach einer Reihe von Aenderungen 
der Variablen % sämmtlich ihre Werthe wieder annehmen, so muss auch s 
die ursprüngliche Function wieder sein, und wenn die Verhältnisse ihre Werthe 
geändert haben, muss aus s eine andere Function geworden sein. 

Ist s eine nur zweiwerthige Function. also T eine nur zweiblättrige 
Fläche, so ändert sich T nicht wesentlich. wenn ein Verzweigungspunkt 4 in 
beliebiger Weise in T herum an seinen Platz zurückgeführt wird. Die 
Coellicienten der Gleichung F(s, z)=0 sind dann ganze Functionen von #4, 
und mithin ist die Fläche K in diesem Falle eine Ebene. 


4. 

Alle %-Functionen, wie sie durch die Gleichung (7.) des Artikels 1 
delinirt sind. welcher Fläche T sie auch angehören mögen, haben die Eigen- 
schaft, mit den Argumenten zu verschwinden, wenn I,h,g, = I (mod. 2) ist, 
Aber es können in dieser Fläche die Verzweigungspunkte eine solche Lage haben. 
dass auch von den 9-Functionen, in denen I,h,g, = O(mod. 2) ist, einige 
verschwinden. Es findet dies sogar für beliebige Lagen der Verzweigungspunkte 
statt, wenn die Fläche 7 nur zweiblättrig und » —3 ist, wie ich schon 
pag. 222, Bd. 71 dieses Journals bemerkt habe. Dass eine solche gerade 
#-Funclion mit den Argumenten verschwindet, findet dann und nur dann 
statt, wenn es unendlich viele nicht bloss durch einen constanten Factor ver- 
schiedene zweiwerthige Functionen giebt, die in p beliebig gegebenen Punkten 
unendlich gross und in p Punkten unendlich klein erster Ordnung werden, 
und deren Quadrate in T einwerthige Functlionen sind. Ich bemerke dies 
hier nur beiläufig, um im Artikel 6 noch einmal darauf zurückzukommen, will 


aber die Bedeutung dieses Satzes noch an dem Beispiel einer zweiblättrigen 





Fläche klar legen. Ist für den Fallpy=3 s=yz—h,.z—k,...zs— Is, so ist 
Journal für Mathematik Bd. LXXV. Heft 3. 31 
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in dem Ausdrucke Const.3—3,.Y3—kı:ys—h,.2—h,.3—k, eine unendliche 
Mannigfaltigkeit von solchen zweiwerthigen Functionen enthalten. wie sie oben 
definirt wurden, weil z, beliebig gewählt werden kann, und wirklich ver- 
schwindet in diesem Falle, wie oben erwähnt, eine gerade $-Function mil 
den Argumenten. Diese Function kann nicht als Quotient zweier #- Functionen 
dargestellt werden, und es bedarf daher der Satz, den Riemann pag. 154, 
Bd. 54 dieses Journals aussprieht, und der im Allgemeinen richtig ist, einer 
Einschränkung für specielle Flächen T. 
Wir bilden nun das Product der achten Potenzen aller Functionen 
I ylAl 

(worin die Argumente « sämmtlich Null sind), welche nicht identisch, d.h. 
für beliebige Lagen der Verzweigungspunkte in T verschwinden *). und be- 
zeichnen sie, da sie nur von den Periodieitätsmoduln A, BD abhängt, mit 
f‘A,Bb). Wir werden nun beweisen, dass f(A, 5) eine einwerthige Funclion 
der im vorigen Artikel definirten Riemannschen Fläche K ist, wenn man diese 
Function als Function eines beliebigen Verzweigungswerthes % der Fläche T 
ansieht. Die übrigen Verzweigungspunkte sollen dabei als fest, doch so ange- 
nommen werden, dass f(A, B) nicht identisch, d. h. für beliebige Lagen des 
einen beweglichen Verzweigungspunktes verschwindet. 

Führt man die Variablen % in der Fläche T herum, so ändern sich 
hierbei immerfort die A und B und zwar als im Allgemeinen stetige Functionen 
der complexen Variablen %. Man denke sich das Schnittnetz T’ zuerst so 
gezogen, dass % nach allen Seiten hin um ein endliches Stück verrückt werden 
kann, ohne dass es nölhig ist, dass dieser Punkt einen Querschnitt über- 
schritte. Durch eine solche Verrückung ändern die Periodieitätsmoduln A, D 
ihre Werthe. Nach dieser Verrückung kann man das Schnittnetz T’ so ab- 
ändern, dass dadurch die Grössen A und B, wie sie jetzt sind, keine Aende- 
rung erfahren, und dass für 4 eine Verrückung nach allen Seiten möglich wird. 
ilierzu ist es ausreichend, dass man das Stück eines Querschnills zerstört, 
welches die freie Bewegung hindert, und durch ein beliebiges anderes erselz!l. 
welches keinen der vorhandenen Querschnitte schneidet, wobei das Nelz ein 
canonisches bleibt. Dies Verfahren muss auf verschiedene Theile des Netzes 


*) Wenn in einer 2p-+A1fach zusammenhängenden Fläche 7 einige gerade 
#-Funetionen, deren Argumente Null sind, identisch verschwinden, so kann dies offenbar 
nur für Flächen geschehen, die weniger als !p-+-1 unendlich ferne Punkte besitzen. 
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angewandt werden, wenn sich der Punkt # ihnen nähert, ist aber nur in dem 
Falle nicht immer ausführbar, wenn der Verzweigungspunkt % sich einem 
anderen Verzweigungspunkte #4 so nähert, dass er ihn beim Zusammenfallen auf- 
hebt. Denn beim Zusammenfallen der Punkte wird der Zusammenhang der 
Fläche T entweder aufgehoben, oder die Fläche wird aus einer 2p+-1fach 
zusammenhängenden in eine 2p—1fach zusammenhängende verwandelt. Im 
letzteren Falle muss nothwendig zwischen diesen beiden Punkten ein Quer- 
schnitt (@ oder b) hindurchgehen. Ginge nämlich keiner hindurch. so hätte 
das Zusammenfallen und Sichaulheben der Verzweigungspunkte auf das Schnitt- 
netz, und folglich auf den Zusammenhang keinen Einfluss, während derselbe 
doch durch die Anzahl der Verzweigungspunkte bestimmt wird, und diese um 
zwei vermindert wird. In jedem anderen Falle aber können Stücke des 
Schnitltnetzes so verschoben werden, dass die A, B keine Aenderung erfahren. 
und # sich um ein Endliches nach allen Seiten fortbewegen kann, ohne dass 
das Schnitinetz davon berührt würde *). Durch die letzteren Verschiebungen 
allein erfahren die A und 5, und also die Function f(A, DB) Aenderungen. 
Führt man nun % in der Fläche T herum, jedoch niemals durch einen 
Verzweigungspunkt, mit dem % sich aufheben würde, hindurch, wie nahe man 
ihm sonst auch kommen mag, und führt ihn schliesslich an seinen ursprüng- 
lichen Platz so zurück, dass die Fläche 7 eine der ursprünglichen im Wesent- 
lichen gleiche ist. so wird im Allgemeinen das Schnittnetz 7’, welches zu 
Anfang in T gezogen war, durch die successiven Veränderungen in ein neues 


> 


canonisches 7" übergegangen sein. und demnach werden auch die Grössen A, D 


nicht die ursprünglichen Werthe wieder erhalten haben, sondern in neue A, B 
z ; ‚ x h ow, om, om, 
übergegangen sein. Von den Functionen —-. —*, :*: ——- aber selzen wir 
- 0% 0% 03 
voraus, dass sie sich nicht geändert haben. Dies ist möglich. denn in 
ow,  oF “ & ' 
= Pu(8, 3): erfüllt der Nenner diese Voraussetzung von selbst. und 
5 er 7 os 


die Lage der sich aufhebenden Verzweigungspunkte muss ungeändert ge- 
blieben sein, weil die Function s sich nicht geändert! hat. Daher kann man 
ın p,(s,3) die Coefliecienten so bestimmen, dass sie in K einwerthige Functionen 

*) Will man die etwas complieirte Vorstellung dieser successiven Netzänderungen 
vermeiden, so kann man auch da, wo die freie Bewegung des Verzweigungspunktes 
k behindert ist, sofort das Netz 7’ in ein anderes 7" transformiren, wodurch dasselbe 
erreicht wird. 


31 * 
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sind. Alsdann sind die Periodicitätsmoduln A, B und A, B Integrale der- 
selben Functionen genommen über die Querschnitte zweier verschiedenen 


Schnittnetze 7’ und T’, und sie müssen demnach in dem Zusammenhange zu 
einander stehen, welcher im Artikel 1 behandelt ist. Hieraus folgt nun, dass 


fiA,B)=f(A,B) sei. Denn transformirt man J--.:|A nach den Regeln 


des Artikels 2, so geht sie in die ihr genau gleiche Function 9), : A 
welche ebenfalls nicht identisch verschwinden kann. (Weil f(A, B) alle nich! 





* über. 








identisch verschwindenden ,,, enthält, so muss auch f(A, B) die nicht iden- 
isch verschwindenden 9,— sämmtlich enthalten, weil jede Transformation 
(Art. 2, Gleichung (20.)) eine eindeutig bestimmte ist, also #-Functionen mit 
gleichen Indices nicht durch ein und dieselbe Transformation in 9-Functionen 
mit verschiedenen Indices verwandelt werden können.) Da also f(A,B)=f(A,B) 
ist, so haben wir zunächst den Satz: 

XI. Die Function f(A, B) hat für jeden Punkt der Fläche K einen 
und nur einen bestimmten Werth, wenn für die Coefficienten der Functionen 


ap 





in K einwerthige Functionen gewählt sind. 

Dieser Satz muss freilich noch für die Punkte bewiesen werden, die 
den Lagen des Verzweigungspunktes k entsprechen *), in welchen ein anderer 
Verzweigungspunkt sich mit ihm aufhebt, was im nächsten Artikel geschieht. 


0% 


>. 

Die Function f(A, 5) wird nun nur in einzelnen Punkten der Fläche 
K und nur in endlicher Ordnung unendlich gross. Wir untersuchen zuerst 
den Nenner derselben, der eine ganze Potenz von |A| ist. Da dieser unend- 
lich viele Werthe für dasselbe %, ja für denselben Punkt der Fläche K be- 
sitzt. nämlich alle diejenigen Werthe Al. welche er nach dem vorigen Artikel 
annehmen kann, also keine algebraische Funclion von % ist, so ist es keines- 
wegs evident, dass dieser Nenner nicht unendlich oft Null und daher f(A, B) 
unendlich oft unendlich gross wird. Dass |A| nicht längs einer Linie der 
Fläche K verschwinden kann, ist an sich klar, denn sonst müsste die Function 


als Function der complexen Variablen % identisch Null sein. 


*) Diesen Lagen entsprechen nicht etwa die Verzweigungspunkte in K, wohl aber 
die Verzweigungswerthe. 
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Es giebt in der Fläche T für jede Lage von k, für welche sie 
2p+1 fach zusammenhängend bleibt, also so lange % nicht auf einen Ver- 
zweigungspunkt fällt, mit dem der Verzweigungspunkt % sich aufhebt, p von 
einander unabhängige Integrale «,. @,, ... @,, von der Eigenschaft, dass «, 
am Schnitt a, den Periodiecitätsmodul iz, an a, @, ... @,_1» Ayyın »-- a, 
aber den Periodieitätsmodul Null hat. Die Function w, kann durch diese 
Integrale ausgedrückt werden, denn es ist 

(21.) inw, = 2,Au% : 
Sind weiter s,, 215 $» 25 »-. 8,» 3%, p beliebige Punkte der Fläche T, so 
folgt aus der Gleichung (21.) 





En f -. N 
ow; (81, 2:)| 
„ | 











(ia)P-| a). ar» 34) 
“sr 03; | | 02; % 
und also 
} n|OWw; | du; 
22) Al = (ny|Cwa]:jOm, 
j O2;:| )02%| 
worin die rechte Seite von z2,. 2, ... &, unabhängig sein muss, weil es die 


nicht identisch unendlich werden kann, so lange k 





linke isst. Da nun 








S7 
nicht auf einen Verzweigungspunkt fällt, den es aufhebt, so kann |A 
sehen von jenen Punkten nur da und nur so verschwinden, wo und wie für 


es 
Y “ 


abge- 





verschwindet. Da 











alle beliebigen s,, 2,5 &, &; ... die Determinante 


OR} 


A| nur für eine end- 





dies eine algebraische Function ist, so wird demnach 
liche Anzahl von Werthen der Variablen A, und wie eine algebraische Function 
(also in endlicher Ordnung) verschwinden, oder die reciproke Function un- 
endlich gross werden. Fällt aber % in einen Verzweigungspunkt hinein, den 


- . IOu; 
es aufhebt, so könnte allerdings E - 





a7 


| identisch (d.h. für beliebige z,. 2,,...z,) 


‘ ’ } ; Iow; 
unendlich und demnach |A| in Punkten verschwinden, in welchen |—| ent- 
gr 


Aaiey 
weder gar nicht oder doch in anderer Ordnung verschwindet. Jedoch ist 
auch dann die Art des Unendlichwerdens der Function f(A,P) eine alee- 
braische, wie sich nachher durch directe Betrachtung zeigen wird. 

Der Zähler von f(A, B), welcher aus einem Producte von 9- Functionen 
besteht, ist für alle Lagen von 4, für welche T 2p+1fach zusammenhängend 
ist, endlich. Denn nach Riemann Bd. 54, pag. 145 d. J. sind in diesem Falle 
die $-Functionen convergente Reihen und also nothwendig endlich. Es be- 


darf demnach die Function f(A,B) nur noch für diejenigen Lagen des 
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Verzweigungspunktes k einer speciellen Untersuchung, in welchen dieser so 
auf einen anderen fällt, dass er ihn aufhebt, wodurch allein eine Abänderung 
des Zusammenhanges der Fläche T herbeigeführt werden kann. 

Zur Untersuchung dieses Falles rücken wir zunächst k so nahe an 
einen anderen Verzweigungspunkt 4, welcher derjenige sein soll, der sich 
mit # zusammen aufhebt, dass die beiden Verzweigungspunkte zwischen gleich 
gezählten Blättern liegen, was ja möglich sein muss, weil nur solche Ver- 
zweigungspunkte beim Zusammenfallen sich aufheben können. Sodann denke 
man sie sich durch eine Brücke verbunden, welche nur zwischen diesen bei- 
den Blättern verläuft und von keiner anderen geschnitten wird. Dies kann. 
wie wir früher gesehen haben, immer geschehen, ohne dass die Fläche T 
wesentlich geändert wird, und soll nur dazu dienen, die Anschauung zu er- 
leichtern. Nachdem dies geschehen. ziehen wir in T ein neues Schnittnetz. 


in welchem ein Querschnitt b, in einem der beiden Blätter um die beiden 
Punkte herum gezogen ist, wobei das innere Ufer das positive sein mag. 
Wenn dieser Querschnitt möglich sein soll, so muss man auch einen zweiten 
Querschnitt a, vom negativen Ufer von b, aufs positive zum Anfangspunkle 
zurückführen können. Denn wenn dies nicht möglich wäre, so würde b, die 
Fläche 7 zerstückeln. Dieser Querschnitt «, muss nothwendig zwischen /; 
und 4’ hindurchgehen. Die übrigen Querschnitte a,, b,. etc. ziehen wir nach 
den Regeln des Artikels 1. Es wird dann keins der Systeme a,, b,, etc. 
durch das Zusammenfallen der Punkte k und 4’ irgend wie berührt werden. 
Die so zerschnittene Fläche werde mit 7’, die ursprüngliche mit 7’ bezeichnet. 
Dann kann f(A,B) in f(A, B) transformirt werden, und es sind diese beiden 
Funetionen nach Artikel 2. einander gleich, sodass man für den Fall des Zu- 
sammenrückens der Punkte % und 4 nur die Function f(A, B) zu unter- 


suchen braucht. 
Für den Grenzfall des Zusammenrückens dieser Punkte hat man naclı 


Cauchy 
a Ei u la ra 
U.) Ay am — <7ı. 11m. \ (3 — )- Pu 9,2%)» "As. ® 
Mi I 
b, 


Das Integral B, = /aw, aber unterscheidet sich von 


a7 





oF 


‚rt! . / \ 1 A ' \ 
2log (#4). lim. (ya ka R.g,66, 3): 0) = L-A,log(k—h) 
- k k' : « 4‘ 















J. Thomae, Beitrag zur Theorie der Abelschen Functionen. 


nur um eine Grösse, welche beim Zusammenfallen von % mit 4’ endlich bleibt. 
Man kann demnach etwa 


(24) B, 


Au 


it 





log (K—k)+1 


uU 


setzen, worin L, eine für k=# endlich bleibende Function bedeutet. 
Da nun weiter 


, öloglA| , u; 
b,: =, bahure. ima (A,log(k R -k 1 1, tl 
" ÖA,ı ; i 
ölog 


4 A 
EE> loo f k k; ) on ee 3 a 
le) J i 0 0A . 


ölog|A) 
OA, 


\ ie = 2, 


25.) 





-L 


[F} 


ist. so folgt daraus, dass a,, wie log(%—k) für Ak = k' unendlich gross wird 


Die Grössen «@;,,, Ayı, Ay. ... aber sind endlich, weil es die ihnen gleichen 
Grössen da, Az» Ay» -.. Sind. Die Periodicilätsmoduln «a,,. aber können, 


wenn k auf 4’ fällt, angesehen werden als die Periodieitätsmoduln von p—| 
Functionen « in einer 2p—1 fach zusammenhängenden Fläche. Daraus folet. 
dass für k=K' noch alle in f(A, B) enthaltenen $-Functionen convergiren, 
denn der reelle Theil von a, wird negaliv unendlich. Ferner folgt daraus, dass 


alle diejenigen 9#-Funclionen, in denen k, == 1 (mod. 2) ist. wie /k— hr und 
ihre achten Potenzen wie (k—4') für k=K' verschwinden. Also muss 
f(A,B)=f(A,B) für k=%k' wie eine algebraische Function verschwinden, 
wenn nicht etwa |A) dort in anderer als algebraischer Weise verschwindet *). 
Allein eine in der Umgebung eines Punktes einer Riemannschen Fläche (AK) 
einwerthige Funclion einer complexen Variablen (%), kann in diesem Punkte 
gar nicht anders als wie eine algebraische Function verschwinden, wenn sie 


eross in unendlich hoher Ord- 


nicht gleichzeitig in diesem Punkte unendlich 
l 


nung wird, wie z. B. sin —- oder e‘ für k=0, oder wenn sie in keinem 
{) 


”) Wenn |4A| =0 für k = 4’ wird, so könnte in 


= Ä 0 Ilogläl 
da, 1 Zu log (k"— k) -+- ZU a, —— E 42 
OA,ı j 


der mit den Grössen L, multiplieirte Theil unendlich, und unsere Schlüsse 
falsch werden. Allein «, muss von der Wahl der » und also deren Periodieitäts- 
moduln A unabhängig sein. Es geht aber x, offenbar für k = k’ in ein Integral dritter 
Gattung über, welches für die beiden durch das sich Aufheben der Verzweigungspunkte 
entstandenen Punkte %k logarithmisch unendlich wird, während a,, «,, ... u, Integrale 
erster Gattung bleiben. 












are # 
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noch so kleinen Gebiete um den Punkt herum endlich bleibt, wie IE für 
k=0, was aus der Theorie der complexen Functionen bekannt ist. Beides 


findet offenbar bei der Function f(A, B) im Punkte 4 nicht statt, und sie 
kann daher nur wie eine algebraische Function verschwinden, oder wenn der 


Al, in höherer Ordnung als der Zähler dort verschwindet. 








Nenner, eine Potenz von 


unendlich werden. 
Nun ist endlich noch der Fall zu erledigen, in welchem, wenn & aul 


% fällt, die Fläche T sich in zwei gesonderte Systeme zerspaltet, von denen 
das eine auch eine einfache Ebene sein kann. Man kann dann offenbar um 
die beiden Verzweigungspunkte % und 4’ herum keinen Querschnitt (wir 


nannten ihn vorhin 5,) ziehen, weil derselbe die Fläche T zerstückeln würde. 
Dieser Fall ist aber sehr einfach. Dann ist nämlich die Summe der Zahlen 
pı und p,,. welche die den Zusammenhang charakterisirenden Zahlen der 
Flächen T, und T, sind, in welche T für k=%’ zerfällt, gleich p. Man kann 
dann die Querschnitte so ziehen, dass keiner der Querschnitte a, 5b durch das 
Zusammenfallen der Punkte k und 4’ berührt wird, zwischen denen nur Linien 
c hindurchgehen, welche deshalb unwesentlich sind, weil die Functionen ır 
und « sich stetig über dieselben hinweg fortsetzen. Die Functionen # zer- 
fallen dann in zwei Gruppen, von denen die der einen Gruppe im Systeme 
T,, die der anderen Gruppe im Systeme T, Null sind. Sämmtliche 9-Functionen 
zerfallen in Producte zweier, welche für sich convergent sind, und von denen 
die eine p, Variable, die andere p, Variable enthält. Von diesen #-Functionen 
kann ein Theil verschwinden, jedoch nur in algebraischer Weise, weil die 
Function f(A, B) als Function von %k in der Umgebung des Punktes 4’ ein- 
werthig ist, und kann ebenso nur wie eine algebraische Function unendlich 
werden, wenn sie überhaupt dort unendlich wird, was nur dann geschiehl. 


wenn A) dort Null wird. 


Somit ist also jetzt bewiesen, dass f(A,B) eine in K überall ein- 


werthige Funclion der complexen Variablen % ist, die nur in einer endlichen 
Anzahl von Punkten, und dort nur wie eine algebraische Function unendlich 
werden kann, und es ist mithin f(A, B) eine algebraische Function von k. 
Da nun der Quotient zweier #-Functionen 3, ,:%,,,. nach Riemann 
pag. 154, Bd. 54 dieses Journals ebenfalls als eine algebraische Function des 
Moduls % darstellbar ist, so kann man alle in f{ A, B) vorkommenden 3-Functionen 
durch eine unter ihnen und durch algebraische Grössen ausdrücken. so dass 
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sich eine ganze Potenz von 4, ,„: y|A} und mithin diese Funclion selber als eine 
algebraische Funclion des Verzweigungspunktes % darstellen lässt. Der Ver- 
zweigungspunkt A ist aber willkürlich gewählt, und was von ihm eilt, eilt 
von allen übrigen, so dass man den Satz aussprechen kann: 
XI. Die Function 
Fe . YA) 


ist eine algebraische Function der Verzweigungswerthe k,, ii. der Rie- 


mannschen Fläche T, zu welcher die 9- Function gehört. 

So ausgesprochen gestattet dieser Satz, dass man von den beschrän- 
kenden Bedingungen, die über die Function s und die Coeffieienten in y im 
Artikel 4 gemacht wurden, absieht und nur voraussetzt. dass s und » von 
den Verzweigungswerlihen algebraisch abhängen. Denn die Wahl dieser 
Grössen hat nur auf die Determinante A) Einfluss. und wie man sie auch 
wählen mag, so wird die neue Determinante, die man etwa mit |A bezeichnen 
kann. ein Product der Determinante |A) in eine algebraische Function sein, 
weil sich die neuen «0 durch die früheren linear mit algebraischen Coefficienten 


ausdrücken lassen müssen. „ 


6. 

Die directe Untersuchung, in welchen Punkten der Fläche K und 
in welcher Ordnung die Function f(A, B) verschwindet und unendlich wird, 
liegt zwar nicht ausserhalb der Grenzen der Möglichkeit, und erfordert nur 
algebraische Betrachtungen, und wird am leichtesten dann durchführbar sein. 
wenn man über die zu Grunde liegende Fläche T die allgemeinsten Voraus- 
seizungen macht. so dass sie gar keine Besonderheiten besitzt, allein diese 
Untersuchung ist immerhin complieirt. Leicht ist sie in dem Falle, in welchem 
T eine nur zweiblättrige Fläche, und X demnach eine Ebene ist. Dann ist 
schon 97), ,:!A* eine ganze Funclion der k, wenn die » in der gebräuchlichen 

HI dz 
Form oo, =/- | “-—— gewählt werden. 


z—k, ‚B—h,...3- kap-+? 








Allein wir können uns zur Bestimmung dieser Punkte des Differentials 


dlogf(A, B) bedienen, und somit aus schon bekannten Ausdrücken Nutzen 


ziehen. Denn betrachten wir f(A, B) der Reihe nach als Function der ver- 
schiedenen Verzweigungspunkte %, so können wir den Satz anwenden: Die 
Function f(A, B) wird dort und nur dort unendlich gross und unendlich klein, 


32 
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ologf(A, B) 

ok 
zweigungspunkten der Fläche K in der »ten Ordnung, d.h. in jedem Falle 
in einem Punkte 2 wie Const.:k—z unendlich gross wird. AMultiplicirt man 
olog f(A, B) 

ok 
über, so giebt der Grenzwerth, wenn er positiv ist, die Ordnung des Ver- 
schwindens, wenn er negativ ist, die Ordnung des Unendlichwerdens_ der 
Function f(A, B) an. Diese Zahl muss jedoch noch mit » multiplieirt werden, 
wenn #2 ein v— Ifacher Verzweigungspunkt der Fläche K ist*). Wird 
ologf(A,B) 

ok 
wird dort f(A,B) nicht unendlich, sondern es ist z ein Verzweigungspunkt, 





unendlich gross erster Ordnung oder in v—Ifachen Ver- 


mit k—z, und geht zur Grenze k--; 





den Differentialquotienten 


in einem Punkte 2 wie eine gebrochene Potenz unendlich, so 





in welchem f(A, B) endlich ist. 
Im 66. Bande dieses Journals pag. 95 habe ich gezeigt, dass 


EIER » ok 02% | 


—| 


sei, worin 5)“ 2315 5° 23, ... p Werthepaare vor s und = sind, welche der 
nach den 2p Modulsystemen der Functionen « genommenen Congruenz 


1 


2.) (+, M-Zu,(e,’8.1:.:) = (4, - . .) 
Genüge leisten, wenn Ih, g,==0 (mod.2) ist, und wenn o der zum Verzweigungs- 
punkte k gehörige Werth von s ist. Bei der Differentiation nach %k sind jedoch 
in (26.) die Werthe 2,. 2, ... , als von k unabhängig anzusehen, andern- 
falls liesse sich die Integration sofort ausführen. Ich habe weiter pag. 96 
Bd. 66 dieses Journals die Mittel angegeben, jene Punkte s,‘ z, durch alge- 
braische Operationen zu bestimmen. Sind nämlich 771, 972, . .. 7,_ı p—1 solche 
Punkte der Fläche T, für welche eine Function y, die ausserdem nur noch 
in sich aufhebenden Verzweigungspunkten verschwindet, unendlich klein zweiter 


Ordnung wird, und setzt man 


p—1 
eo, = u,(s, 2) —u,(0, k)— &,u,(n.), 
/ ı ® y 


uU 


worin o wieder den zu dem Verzweigungspunkte % gehörenden Werth von 
s bedeutet, und drückt nach Riemann pag. 154 Bd. 54 dieses Journals die 


Function 


*) Weil dort k—x unendlich klein in der v' Ordnung wird. 
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In 


>> 


p 
Ün_hr.o—' u 0.) 
l 





FR) 


in der die h, g der Congruenz 


1 
\ ACER f 1} 2 
(. a (MM .) Zr, ... 


entnommen sind, durch eine algebraische Function aus, so sind die p Punkte, 
in welchen das Quadrat dieser Function, also 2 verschwindet, die wir mil 
&s &5 --- &, bezeichnen wollen, jene Punkte s,! 3: 2; ... s," z,. 

Die ren Function Z, ist von Herrn Fuchs Bd. 73, pag. 308 
dieses Journals in einer bestimmten Form dargestellt, welche sehr brauchbar 
ist. Herr Fuchs setzt nämlich 

29.) & = w(s,3):(2—k).p(s, 2), 

worin g diejenige Function ist. die in den Punkten 7,. 72» ».. 27,_ı Ver- 
schwindet. Es ist alsdann vw, eine Function, welche ausser in den sich auf- 
hebenden Verzweigungspunkten und den über z= % gelegenen Punkten der 
Fläche T, in welchen keine Verzweigung stattfindet. wo sie unendlich klein 


erster Ordnung wird, noch in p Punkten &, &, ... &, unendlich klein zweiter 

Ordnung wird. Ausserdem ist die Function , noch durch die Bedingung 
.. Cm . . . , iR; h,, 

beschränkt, dass y{, am Querschnitt «, sich um den Factor (—1) ,„ am 


(Querschnitt 5, um den Factor er ändert*). Hierdurch ist im Allge- 
meinen die Function , bis auf einen constanten Factor bestimmt, in speciellen 
Fällen aber kann für bestimmte Combinationen h, g die Function noch eine 
oder mehrere willkürliche Constanten enthalten. so dass einer oder mehrere 
der Punkte &. &. ... &, willkürlich gewählt werden können. In diesem 
Falle und, wie aus Riemanns Abhandlung über das Verschwinden der 9- 
Functionen hervorgeht, »ur in diesem Falle verschwindet die Function 


3 u (m, cr 3) — 2, U. \eo)) 
& . 


l 


identisch, und es ist dann 9... =. 


Es giebt aber in jedem Falle eine bestimmte Anzahl solcher einander 
nach dem Modul 2 incongruenter Systeme von Zahlen A’, g“, welche 


) Die Bestimmung der Coeffieienten der Funetionen w kann auf die der Funetionen 
p, ai die Punkte n liefern, zurückgeführt werden. 


32% 
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der Bedingung >, h,’ 9; = O (mod. 2) Genüge leisten, und ein solches Zahlen- 
system h, g, dass 

r | Fa. Em ‚g)— g (x 2) hu), gi 

(30.) — = rY& 


(u 0) 


weder identisch verschwindet noch unendlich wird, weil dies noch im spe- 
ciellsten Falle, nämlich dem einer nur zweiblättrigen Fläche T statt hat. Wii 
5... h®, g®, und die 


' 


nehmen an, es gäbe g solcher Systeme 4‘, g’; h”, g 
Systeme von p Punkten, in denen die Functionen {"®', "=", ... unendlich 


ı! 


klein zweiter Ordnung werden, seien &, &, ... &: us Ba... 6} 
nn ER ie Kr Functionen y seien W,, W,, w, , 
MR) wie) (s,%) 


Es ist dann immer — -ds ein Inteeral zweiter Gattunse, 
öFr. o >) 
e —k) — 


Pr 


os 
welches im FE k unendlich gross erster Ordnung wird, 


) 


Et, 
Verschwände nämlich a“ oder 9, _, ‚ge (v„)) im Verzweigungspunkte 


k, so würde Fun, „u verschwinden, und ı“) müsste (wie aus Aiemanns Abhand- 


lung über das ne der 9-Functionen hervorgeht) ausser einem Factor 


hi), e (4) ’ ä b 
noch eine willkürliche Constante enthalten, undy{; °” wäre nicht als Quotien! 


zweier J-Functionen darstellbar, was gegen die Voraussetzung ist. Dies In- 


en 


. . ® “ “ al fi 
tegral zweiter Gattung kann als eine lineare Function von a welches 
OR 


wenigstens im Allgemeinen und namentlich bei den weiter unten über %,. 


(pr. zu machenden Voraussetzungen auch ein Integral zweiter Gattung 


ist, und @,,@,. ... @, ausgedrückt werden, was Herr Fuchs pag. 319, Bd.73 


dieses Journals gethan hat. Setzt man mit Herrn Fuchs 


243 (3 zZ )dz 





re ow u = 
(31.) = —(Ü I a Z,6%’w,-+-Const., 
© Ö Be S 
u en k)- a Yin 
os 
folet durch Differentiation nach z: 
(u) z) e 
32 \ oO w; -C w % ER a ge) weis, s) 
art 00h *_ _oF ER DB; ? 
(2 — k) —— u ver 
os os 


und hieraus zunächst 


Ay Y u h 
(38.) C, = gar IS 
- k ’ 
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wenn wie oben o der zum Verzweigungspunkte k# gehörige Werth von s ist. 
Setzt man nun in der Gleichung (32.) successive &, &", ... e für (s, 2). 


so folgt 
. Oo oW; ER 0, 
\ 34.) Ok Oz(u) = bie em! u) 9 
‚ ru u 


worin das Argument z‘‘’ der Function ww in (34.), d.h. der zum Punkte «{ 
gehörige Werth von z beim Diflerentiiren als von % unabhängig zu nehmen 
ist. Setzt man diese Ausdrücke in die Gleichung (26.) ein, so findet man. 
wie Herr Fuchs a. a. O. ausführlich zeigt: 


Oo log 


Oo k 


ap \ 3. safe 2 ı T u) 
(39. Pur). } A|) Be be , 


Da die Gleichung (32.) eine identische ist, so hat man vielerlei Mittel. die 
Grössen f algebraisch auszudrücken und somit 


ölogf(A, B) a 
en - DD N 
ck (u) 





oloe 
— (9 :ylAi 


Zu u 
ok (u), (u) 


algebraisch darzustellen, womit das ersirebte Ziel erreicht is. Um aber zu 
einem möglichst einfachen Resultate zu gelangen, wollen wir die Annahme 
machen, dass die Fläche T' aus p übereinander liegenden Blättern bestehe, und 
wollen die Verzweigungspunkte dieser Fläche als von einander unabhängige 
Variablen ansehen. Dadurch wird die Allgemeinheit der Untersuchung in 
keiner Weise beeinträchtigt. nur werden dadurch speciellere Fälle. nämlich 
die, in welchen die Fläche T aus weniger als 4p+-1 Blättern besteht, auf 
den allgemeinsten zurückgeführt. Die Anzahl der Verzweigungspunkte darin 
ist 4p»—2. Von diesen kann man p-+-1 beliebige Lagen geben, oder man 
kann p+1 Verzweigungswertihen beliebige Zahlwerthe zukommen lassen. 
Wenn die übrigen 3» —3 noch alle möglichen Lagen einnehmen, so erhält 
man noch immer von allen möglichen Systemen gleichverzweigter Funclionen 
eine Fläche T als Repräsentanten dieser Systeme. Es können demnach um so 
mehr p Verzweigungswerthe bestimmte Zahlwerthe erhalten, und es reicht 
aus, die Function f(A, B) als Function der 3p—2 übrigen anzusehen und sie 
als algebraische Function derselben zu definiren. Diese festen Verzweigungs- 
punkte seien 0,. %5 O3» %; ... 6,, %,, dann sind 0,, 9%, ... 0, einwerthige 
Functionen der Fläche K, weil sie rationale Functionen der Coeffieienten der 
Gleichung F(s,z)—=0 sind. Daraus folgt, dass man, ohne den Bedingungen 
des Artikels 4, Satz XII. entgegen zu handeln. annehmen kann, dass y,|s,3) für 


5, 3 = 0% 213 O,. 233 u Ou-3 Zu-13 Ö +H19 #413 -.. 0, 
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verschwinde, und für s, 3=0,, x, den Werth lim. (y3—x,: ) annehme, 


s—H 
” ai 
. rer, ow . . . u [) 
so dass lim. Y3—x, EP —=1. Bei dieser Annahme ergiebt sich durch eine 


z—Xx 
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Rechnung, welche der des Herrn Fuchs, pag. 312, Bd. 73 dieses Journals 


analog ist: 





_ Ph) im, Va 




















(36. E.. = 0 = 
\ ) AR 2“) (0, k) a; —k 2 OF 
os 
und hieraus folgt schliesslich 
ologf(A,B) +2, olog ch 
Sk zu 32, ok (X hO),20) y|A)) 
(37.) Mn 2,8 $ Pe, h) Ur (09, %,) lim. 3%. 
ro, (0) 2’ (6, k) (% — k) a OF 
08 


Bei Berechnung der Function f{A,B) müssen, wie wir sehen, Functionen 
v untersucht werden, in denen höhere Irrationalitäten als Coefficienten ent- 
halten sind. welche nicht einwerthig in der Fläche K sind. Dies ist ein 
Mangel unserer Methode. Allein einmal kommen in der Gleichung (37.) nur 
symmetrische Functionen der Wurzeln derjenigen Gleichungen vor, welche 
die Coefficienten in ıv bestimmen, und diese symmetrischen Functionen sind in 
K einwerthig. Andererseits sind die Functionen y in der Theorie der Abelschen 
Functionen so wichtig, dass sie dem Rechner, welcher sich mit dieser be- 
schäftigt, geläufig sein müssen, so dass wir uns mit dem hier erlangten Re- 
sultate begnügen können. 

Eine ähnliche Behandlung lässt auch die aus p ungeraden 9-Functionen 
gebildete Functionaldeterminante für verschwindende Argumente zu. 


Halle, im Mai 1872. 














Siebzehntheilung des Lemniscatenumfangs durch 
alleinige Anwendung von Lineal und Cirkel. 


(Von Herrn L. Kiepert in Freiburg i. Br.) 


Ossleich bereits Abel in seinen .„„Recherches sur les fonetions 
elliptiques (Oeuvres completes, tome I., p. 141-252) nachgewiesen hat, dass 
der Lemniscatenumfang durch alleinige Anwendung von Lineal und Cirkel in 
„ gleiche Theile getheilt werden kann, wenn » eine Primzahl von der Form 
2’-+1 ist, wenn also » gleich 5, 17, 257, ..., so ist dennoch meines Wissens 
die Theilung in 17 gleiche Theile geometrisch bis jetzt noch nicht ausgeführt 
worden. Indem ich daher die Lösung dieser Aufgabe versuche, lege ich die 
Betrachtungen und zum Theil auch die Bezeichnungen zu Grunde, die Abel 
selbst in der oben erwähnten Abhandlung benutzt hat. 


$.1. Darstellung des Lemniscatenbogens als elliptisches Integral 
erster Gattung. 
Die einfachste Gleichung der Lemniscate ist 
1.) = c0529, 
daher ist der Lemniscatenbogen 
— vr... 


rg ze 
2.) u=/ yd’+rdd? = | ———- 
0 0 I P 


Setzen wir 
(3.) '—= sinamu — gu, 


so sind die beiden Fundamentalperioden *) 


> . 1 . 
20 ze 2/ u = > 2w' — if . A . 
mr : A 2 





also 
(4.) vw — iw, 


Dabei ist » der vierte Theil von dem ganzen Lemniscatenumfang. 
Der Modul der elliptischen Function gu ist so beschaffen, dass 
d.) Yylw) = iyu 
wird, denn setzen wir ir an die Stelle von r, so wird wi aus «. 


*) Bei Abel heissen die beiden Fundamentalperioden » und wi. 
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Das Additionstheorem von gu ist ausgedrückt durch die Formel 





guyI—gp'v-- ge YI— gu 
6.) plate) = ET, 
I+-gpugv 


und deshalb ist 
2gu Yl—g*u 


7) Hau) = Fi 





$.2. Zurückführung der Aufgabe auf die Lösung einer Gleichung 
vierten Grades. 


Um den Lemniscatenumfang in siebzehn gleiche Theile zu theilen, 
müssen wir die Werthe von ga =r aufsuchen, für welche 


en Er (k=1,2,3,... 16) 





oder 
2ko a \ 2ko 2ko 
[ ( re Benin, — m —— | » 
er = 17 1+4+1—4) In + Im 





2ko N ’ . u 
Ist uns also (5) bekannt, so können wir daraus und aus der conjugir! 





2hk » ih 
complexen Grösse (+4;) mit Hülfe von Formel (6.) sehr leicht He) 


construiren. 
Es sei nun » definirt durch die Gleichung 
9.) ge=ty(dlwi) = tip (de), 
dann muss 
v» = +4wi+240 + 2uw' 


sein, oder 
210 + 2uw' 


174 





(10.) 


Umgekehrt wird die Gleichung (9.) stets befriedigt werden, wenn wir für 
irgend einen der Werthe setzen, die durch Gleichung (10.) dargestellt sind, 


z.B. auch wenn wir setzen 


e= —., de, %...30) 


Dies sind 16 Werthepaare, also im Ganzen 32 Werthe von w, denen alle 
anderen bis auf eine ganze Periode gleich sind. Weil nämlich 


vw — iw 
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ist. so wird 





2, u. 2u ww — 2w A ui 2 
und in Folge dessen 
At ui 
Den Den s 
1-4 


Fügen wir zu w noch irgend eine ganze Periode 
20 = Ri w+ uw — Zw (A + wi 


hinzu, so kommt 


+20 == 727; [44 u (1 4) Er ui | 
Zr | uw‘ 
2 N I; Bu ! ] 
= 4 751 HA +4 +i(u+ wW“F44N] 
} { 
Jetzt selzen wir 
u“ = —ur4 
und erhalten 
9 
FR U) 2 ’ mw. 
+28 Berrf + 4u +1%7% 
142 


Da wir noch 4 beliebig wählen dürfen, so können wir stets 
23h 


vw+20 = -. = 1.2.3 ..+16 
11-4: i 


machen. Es giebt also nur sechzehn incongruente Werthepaare von ?v, und 
deshalb höchstens 16 verschiedene Werthepaare von ger. Wir können sogar 
zeigen, dass sich je vier von diesen sechzehn Werthepaaren nur durch den Factor 
-1. ö oder —i von einander unterscheiden, so dass es nur vier verschiedene 


Werthepaare von p’w giebt. Setzen wir nämlich 


o 
2lkw 
Ä ID; , 
11-4 
so folgt aus Formel (9.) 
wm = —- po, = win = —- Po; 
a \ Pin = —-pWw = Ws = —YP'Wo, 
(11.) | | 
| wm = —- VO = PP wna = — yo; 
pw = -PWw = PWu = —p ww: 


Da jedes w, zwei Werthe hat, so giebt es also »ur acht verschiedene Werthe 
von g’w; wir wollen nun die Gleichung achten Grades aufstellen. deren 
Wurzeln diese acht Werthe von y'w sind. 

Journal für Mathematik Bd. LXXV. Heft 3. 
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Es ist nach Formel (7.) 
PN 2guyl— y*’u 
p(2u) = Au 2 B 
| Ii+y'u 
also 


4gp’ufl—g*u) 
(man) 





gu) = 
Dies giebt 
Ay’ Zw) | 1—p'(2w)] 
[1--o*'(2w)]’ 
6’ (1 —y’w)|(l KL w) nn A w(— w)” IA+ rgp' 'w)" 
|Ad-+-pw)'16p'w(— pw)’ 
oder wenn wir x statt p’w selzen, 


(1+2)'+162(1—- 2) +16 (1—-a)(1-+.r) 





p“( Aw‘ ) = p D = 








er 
J 


1+z2)'—-162(1—-r)] = 0, 
oder 
12.)  2°’+24r’+ 5242’ — 1400.c°’-+886.2*— 4082°-+ 748x2°’— 136 + 17 
Die linke Seite dieser Gleichung lässt sich in zwei complex conjugirte Factoren 
zerlegen, so dass wir es nur mit zwei Gleichungen vierten Grades zu thun 
haben. Diese Gleichungen sind 
(13.)  &°+(12—20:) 2°+ rei en =. ©, 
(13°) 2'+(12+205) 2°+ (-10-28) + (-—20+12) e+1—4 = 
Weil die gleichstelligen Coeffieienten dieser beiden Me complex con- 
jugirte Grössen sind, so heissen die Wurzeln der einen Gleichung 


Y (a): ( ih en)» en): 


und die der anderen 


en); Y (or ); 7 ( )» 7 (Ga 


d.h. mit den Wurzeln der einen Gleichung sind auch die Wurzeln der anderen 








gegeben. 
Unsere Aufgabe ist daher auf die Lösung einer Gleichung vierten 
Grades zurückgeführt. 


$.3. Auflösung der gefundenen Gleichungen. 


Ist x, gleich g*w eine Wurzel der Gleichung (12.),. so ist auch x; 


gleich y*(2w) eine Wurzel dieser Gleichung, und es wird 
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4p’w(l—g'w) 2 


; . . dp’ (Ze) 1 — wt(2w) 
an P(Ao)=—yo=—- Shane di ha)! A 
A-+g'w) / 


| I/Yym\ 12 
I4g'2w)] 





p’(Rw) = 























Daraus folgt 





’ op" (2w) 4A ; -L, A T, e 
\ 14.) m. SR = Pa 7 Erreuspene: . _- — —— _. 
\ / p un A -rT, ) 4 | T, 
und 
- | Ar, d—x Ar, di—a 
15.) { ad (Dar) au N ° | ) Zn BE ti # 
\ / / f \ J ( l ) 2 > r | R ] 
oder wenn wir 
cut Mb Bu U. Br Ta ——— 


selzen. 
(14°.) 16 1-9y+2 4-(1 Fy-+2)° —(), 
(r,) y—-y +63 —-y3s—?22 — (0. 





Aus diesen beiden Gleichungen erhalten wir 


ARN .. —y’+2Ty- 
(16.) A 1. 


‘ı, 4 
3y—-42 
i 


34 


(17.)  y’-+24y’-+ 4894°— 16324 4- 1360 V. 
Jeder Wurzel dieser Gleichung entsprechen zwei Wurzeln von Gleichung 
12.), die sich in die Gleichungen (13.) und (13) zerlegen liess. Auch die 
Gleichung (17.) lässt sich in zwei andere zerlegen, bei denen die gleich- 
stelligen Coeflicienten complex conjugirte Grössen sind; diese beiden Glei- 
chungen heissen 
(18.)  „’+(12—-205)y+(—28+24) = 0, 


(18°) y’+(12-+20:)y-+ (—28—24) = 0, 
und die beiden Wurzeln von Gleichung (18.) sind 


Aus Gleichung (16.) können wir auch noch die zugehörigen Werthe von 3 
berechnen und erhalten 


20.) 3=9+%+(4-%)yi+4, 3, = 9+%—(4—%A)y1+4i. 
Jetzt bilden wir die beiden quadratischen Gleichungen 


21) 2 





yc+z=(, C—-pıa+ za =(, 
deren Product 


/ 4 3 / N ” a z \ 2 
22.) Nr y)a+ (yıypt s4+2)0— 
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N 


ist. Nun wird aber 
— (Yı+ 9%) — 12—20:, 
Yyıtz +2 = —10+28, 
 (YSAH+Y2) = —0-12i, 
3%= 144. 
Dies in Gleichung (22.) eingesetzt giebt 
x*+ (12—20:) 2’ + (—10-+28) 2’+ (—20-12i)ce+1-+4 = 0, 
also genau Gleichung (13.). Die vier Wurzeln von Gleichung (13.) sind 
daher identisch mit den beiden Wurzelpaaren der beiden quadratischen Glei- 


chungen (21.); sie sind also 


WER! N, ur 

2:14 9 277, — 
Nun ist aber 
; 3, = —34—68i+ (—34— 165) Yl+4i = [-34—165+ (—18+45) YI+i]yi44i 
und 


— 34 —165+(-18+)y1+4& = [-1+&4+(1+2)] 1-37: 


daraus folgt, wenn wir die Wurzeln von Gleichung (13.) mit z,, ©, z;, «, 


bezeichnen, 
2 = -3+5i+3y148+ Y1+S[-144414+W3)y1H), 
28.) I. — -345543:yI+8— YIFSL-144+ 14H) yI N], 
2 — -34+5-3yl+B+iy1+ [1446-14 yI+ 3), 
= -34+5-3yl- FE-iy1 [146 —( 14+%)y1+4i]. 


Wenn wir also die Zeichen 


nn ann 


ee = 3iyl+4, = (-14M)yl4 Ai, 
fı = (1-+2:) yl1-+&%)’ 





(24.) 


einführen. so wird 


‚iı=-fithkthktrß 
\z; = fith- h- 
n = fi-ktiß-if, 

h-hk-ihrif. 


\ 
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Die zu &, %;, 25, x, complex conjugirten Ausdrücke z,. ©;, 2;,,. x, sind die 


Wurzeln von Gleichung (13*.). 


$.4. Bestimmung der Theilpunkte auf dem Lemniseaten umfang. 


Der Bogen der Lemniscate war 
A | 
u= _——, r= (gu), 
u yi—r' 


auf dem die Theilpunkte durch die zu ihnen gehörigen Radii veclores 


ee) u) 2kw in 
HEDEMETIRETE 





bestimmt werden. Nun sind aber die gefundenen Wurzeln z,. ©. x,. x.. 


r ! ! 5 2kw \ . . 
Ti, Cs X, X, den Grössen g* [746 / gleich, und es ist 
u: guyl- -p' v+gy1l—y'u 
gute): k 
PERTR, 4 yugyv 
also 
— 4 
9£\ =) yaeyi— o-+ye'yil 
(26. y| —) = _— 
Hyze’ 


Da yxx’ das Product zweier complex conjugirter Ausdrücke ist, so isi diese 


Grösse stets positiv zu nehmen und dem absoluten Betrage von x gleich; 


4 — 0 — 4 . 
dagegen haben Yryl—z’ und ya'yl—x für jedes Werthepaar von x, = 


vier verschiedene Werlihe. Ist daher ein Werth 


BR u 


yayıa' — stni, 


so hat r für jedes x die vier verschiedenen Werthe 


2E 2n ?n 


| Pr & — “ 5 5 _—— a 


EERERE } 
I+yae’ A+yaor’ A+ya!’ 1-+yar 


‘ 
wi 


Un 


- “ 
! 





so dass wir im Ganzen sechzehn verschiedene Werthe von r erhalten. die 


den sechzehn Theilpunkten der Siebzehntheilung gehören. 
Die Ausführung der geometrischen Construction bietet jetzt keine 


ko‘ 
= .) nur qua- 


Schwierigkeit mehr, da in den Ausdrücken für x und für y ) 


dratische und biquadratische Wurzeln vorkommen. 
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» - r ® . 4 2kw 

$S. 5. Wurzelausziehung aus x gleich T5) 
-40 
t 


In dem Endresultat haben wir aus z und x’ die vierte Wurzel zu 
ziehen, die wir folgendermassen auffinden können. Es sei 


zuı 


a) 


on WM 1, 


n 


dann setzen wir 


Dt ) = 12 Ro 1S„ 
Westen tests, HH tEe teste”, 


12, 6 


Ss 
Sl —Ee®5,. 


a) | 


=Sı mE HH -EH—ES,, 4 ... SE 


Aus diesen Gleichungen ergiebt sich durch Rechnung 


u a Se ne 
' = (1-e)y2+4ey(1+%)), 





© 

9% = (1+.)y2—4e.y(1+%), 
(28.) { a 
5 = (?+&—e)yY2+4y1+ 4, 

— 9 


a = (?+E+E)y2+4Ey1+4, 








und 
ds, = 4a = tt + 9: 
\4es, _— 4s* 2 = # I — : an { 
(29) | pP X: Jı 7 9: Ur YJıs . 
\ u; ) 7 . } . 
Do = key = H-—ig;t ig, 
des, = 4e] I, = Jı 79 +19 —19;. 
Von der Richtigkeit dieser Formeln kann man sich überzeugen, indem man 


sie ins Quadrat erhebt. Denn es ist 


nenne 


(®+g9+24:9= (16+3%)y(1+4) = 16f,, 
\B+9+29.9: = (-16+64)/I FE = 16f,, 


291942929: = 48: ] 144 = 16f, 
\ 2194 29:9; = —48+80: = 16fı. 


(30.) 


Um auch noch die vierten Wurzeln aus x zu erhalten, wenden wir wieder 
ein ähnliches Verfahren an und setzen 
£ = 46, 
et, Better et, 


h,=th+ eb— eb—el,, h,=thretb— be" 8,. 


(31.) 
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Aus diesen Gleichungen ergiebt sich 
hu = 21H) yT-DeH2e Torae IHR, 


\,. — 2(1-e)yl+2er2e Yar4e VIA, 


\ _ — yes —— 16— 


1 —)yi +22”, 2-14" y1-+4:i, 


[" 
\h, = 2(1+e°)y1—2e- 


(32.) 


ul 
I) 


_—— 16 


—— E 
HI y2 +4 VIE, 


i 





oder wenn wir Ah, = H(e) seizen, 
(33) Ah=H(i), R=H(-e, ,=H(-eE), ,=H( 


4,= Sys = Sy =htin+ + h,, 


(34.) ae = SE] $, = BR; — h, + h, — h: _- fir 
en = 8 y, = Bey, =h—m—ih;-+ih,, 


4.1, = Se ys, = Be ya, =hh-+ih,—ih,. 


ı . “ 


Wir haben also Va, Y%, yz;,. ya®, dargestellt durch die vier Grössen A,. 
h,, As, A, deren sechzehnte Potenzen nur durch Addition und Multiplication 
aus ganzen Zahlen und & zusammengeselzt sind und sich deshalb leicht con- 
struiren lassen. 


Freiburg i. Br., den 27. Mai 1872. 
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Auszug aus einem Schreiben des Herrn Mertens in Krakau an den Herausgeber. 


el Versuche, den störenden Theiler »! aus dem von mir Bd. 69, 8. 290 
dieses Journals gegebenen Ausdrucke einer symmetrischen Function zu entfernen, haben 
mich zu folgendem Resultate geführt: Setzt man *) 

2 == {1 al tT— 2,)...(E—- 2), 
= —,) ) Ct, ai 1)- - (in Be ,) 
(t, —1,)...(ta—1,) 


.. 190“ 


(& —t,_ı) 
und bezeichnet irgend eine gegebene ganze symmetrische Function von £, tL,, ...#, 
mit V(t,t,,.. Re so kann man immer durch eine Reihe von Divisionen den Ausdruck 
AV identisch auf die Form 


A) AV=R+Of +0 ft + Oft 





bringen, wo R, Q,, Q,, ».. Q„ ganze Funectionen von £,t,,... #4, sind und X über- 
dies in Bezug auf keine der Veränderlichen U ET 1 den Grad »—1 übersteigt. 
Da eine derartige Reduction, wenn man von den Ausdrücken O0, Qu «++ Qu absieht, 
nur auf eine Art ausführbar und AV eine alternirende Function von £, t,, ... t, ist, 
so schliesst man, dass R ebenfalls eine alternirende Function - ET 
daher durch A theilbar ist. Da aber X in Bezug auf ti, t,...4, den Grad n— 1 
\ 
nicht übersteigt, so ist der Quotient = von Z, t,,.... {, unabhängig und kann der 


Natur der Operationen nach, aus welchen er hervorgegangen ist, nur ein ganzer ganz- 
zahliger Ausdruck der Coeffieienten von V und der durch die Reduction (1.) einge- 


führten Coeffieienten von ft sein. ga man diesen Ausdruck mit U, so ist 


(2.) N AV - / AN - oO, ft, - -O u: ... G.f,, 
und, wenn man, =2,,. =2,... “ zu geist: 
(3. BEN 
Will man V(@,,%,,...2©,) als Entwickelungscoefficienten darstellen, so braucht man 


nur zu erwägen, dass die Gleichung gilt: 


| . nr] | 
I | 3 EIER ER a. - . 


und dass daher nach (2.), (3.) folgt: 


= an—1lyn—? AV 
Vx.xr x ) . | r rn A | 
\« Pc? Ze ... n ———— E . - - . 
u e fl, fl; .- fin CR FIIR 7 ug 


Beiläufig will ich noch bemerken, dass die erzeugende Funetion, welche Sie 
(Bd. 53 dieses Journals) zur Darstellung der symmetrischen Verbindungen von X. 





2... ... x, eonstruirt haben, auch folgendermassen bestimmt werden kann: Man bringe 
den Ausdruck (— 1)ar'@- ) A?’ auf die Form 

SO +O + + Out, 
wo S in Bezug auf jedes der Elemente f,, t,, ... #, vom (n —1)'*" Grade ist. Alsdann 
Ss 
ist die genannte erzeugende Function Tl. fi Tr 


Krakau, den 3. September 1872 


*) Die in dem angeführten Aufsatz des 69. Bandes mit A bezeichnete Grösse ist von der hier 
bezeichneten Grösse verschieden und zwar in der Weise, dass jene nach meiner jetzigen 


mit A 
Bezeichnung = (—I 


1 ' 
yn(n I) 12 sein würde, 














Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 
(Fortsetzung der Abhandlung im 74. Bande dieses Journals. 
(Von Herrn L. W. Thome.) 


1. 


Im 74. Bande dieses Journals S. 193 sind Untersuchungen über die 

homogene lineare Differentialgleichung 

0% ad" ie ar 

(1.) im: P: at + PnY = VÖ 
angestellt worden, deren Coeffiecienten p innerhalb eines um den Punkt r=a 
der Constructionsebene als Mittelpunkt geschlagenen Kreises einwerthige und, 
abgesehen von dem Punkte z=a, stetige Funelionen des complexen Argumentes 
x sind; diese Untersuchungen sollen hier weiter fortgesetzt werden. Die m 
linearunabhängigen Integrale einer solchen Differentialgleichung nehmen in 
der Umgebung von z=a, wie Herr Fuchs Bd. 66 dieses Journals S. 131 
gezeigt hat, folgende Form an. Man bezeichne durch w, bis w, die Wurzeln 
einer Fundamentalgleichung m'“" Grades, die zu der Differentialgleichung ge- 
hört. auf welche Gleichung man geführt wird, wenn man mit HHülfe irgend 
eines Systems von m linearunabhängigen Integralen ein solches Integral zu 
bilden sucht, das nach einem Umgange um den Punkt 2 =a den vorigen 
Werth multiplieirt mit einer Constanten annimmt. Diese Gleichung ist unab- 
hängig von der Wahl irgend eines Systems von m linearunabhängigen Inte- 
oralen, und die Wurzeln w, bis w, sind alle von Null verschieden. Einer 
einfachen Wurzel o, entspricht dann das Integral 


einer Afachen die Gruppe der # Integrale 


a 
F) ne wa) spa llog(2-a)"" da=1,...), 
wo = 3.,; 108g ©, ist, die Grössen g innerhalb des Kreises, in dem die 
„7 
Coefficienten p gegeben sind, einwerthig und abgesehen von dem Punkte 


2 = a stetig sind. Zwischen den Grössen g bestehen die Relationen, dass 

fab=2,...a) sich linear mit constanten Coelficienten durch diejenigen aus- 

drücken lässt, deren erster Zeiger kleiner als a ist. Jedes Integral der Differential- 
Journal für Mathematik Bd. LXXV. Heft 4. 34 
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gleichung setzt sich aus den genannten linear mit constanten Coefficienten zu- 
sammen, und werden in demselben die Summanden, die den nämlichen Ausdruck 
(2—a)" [log (2—a)]' enthalten, vereinigt, so geben dieselben eine in der Umgebung 
von e=a einwerthige Function, die durch die Summe von zwei Potenzreihen dar- 
gestellt wird, von denen die eine nach Potenzen von x —a mit positiven, die 
andere mit negativen ganzzahligen Exponenten forlschreitet. Das Integral 
nimmt eine solche Form, wie es durch die genannte Darstellung erhalten 
hat, nur auf eine Weise an. In der Abhandlung Bd. 74 dieses Journals sind 
nun allgemein diejenigen Differentialgleichungen behandelt, die unter ihren In- 
tegralen solche besitzen, in deren Ausdrücken die einwerthigen Functionen 
Potenzen von (c—a)\' nur in endlicher Anzahl enthalten, nachdem Herr Fuchs 
ın Bd. 66 dieses Journals S. 139 und Bd. 68 S. 359 nach einer anderen 
Methode die Differentialgleichungen untersucht hat, die zur derartige Integrale 
haben. Es möge im Folgenden zur Abkürzung gestattet sein, die vorhin 
definirten Integrale als reguläre Integrale zu bezeichnen. 

In der genannten Abhandlung im 74. Bande dieses Journals ist gezeigt, 
dass, wenn die Differentialgleichung (1.) überhaupt ein reguläres Integral hat, 


sie auch ein solches von der Form (e—-a)F&e,(2—a)' haben muss. Die 
0 

alsdann befolgte Methode besteht in der Anwendung der Schlussweise von 

m—1 auf m vermittelst der Substitulion y=y,./zd@, wo y, ein Integral 


der eben angegebenen Form ist. Es sind daselbst diejenigen Differen- 


tialgleichungen näher untersucht worden, deren Coefficienten p in der 


)-! in endlicher Anzahl enthalten. PBe- 


Entwickelung Potenzen von (2--a)” 
zeichnet man bei einer solchen Differentialgleichung die Ordnungszahlen, in 
denen die Coeffieienten p, bis p, für ze = a unendlich werden, bezüglich 
durch 7, bis z,. wo 7,=0 ist, wern p, für z=a nicht unendlich wird, und 
addirt zu 7, die Ordnung des bei p, stehenden Differentialquotienten, so 
kommen die positiven ganzen Zahlen zn +m—1, m +m—?2,... 7, wesent- 
lich in Betracht. Es werde noch die Ordnung Null, in der der Coefficien! 


d”ı . > . 
p,=1 von Ta unendlich wird, durch 7, bezeichnet und alsdann die Zall 
2 


n,t+m-a (a=0,...m) die zu dem Coefficienter p, gehörige Zahl genannt. In 
dem System der zu den Coeffiecienten p, gehörigen Zahlen kommt es darauf 
an, bei welchem Stellenzeiger a=0,...m zuerst die grösste dieser Zahlen 


auftritt. Man findet zunächst, dass, wenn die Coefficienten p, bis p„_, in end- 
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Fe 


licher Ordnung für z=a unendlich werden, und die Differentialeleichung 


überhaupt ein reguläres Integral hal, also auch eines von der Form 


a 


2 f * . dus * 
(z—-a)Sc,(2-a)', so muss p,„ auch in endlicher Ordnung für e=a unendlich 
\ 0) \ 


werden, und der Stellenzeiger a, bei welchem zuerst die grösste der zu den 


Coeffieienten gehörigen Zahlen auftritt, kleiner als m sein. Redueirt man 


ferner die Differentialgleichung (1.) durch die Substitution nfsde, wo das 
e 
a 


Integral y, von der Form (z-a) &Ic,(x—-a)* ist, so erhält man die Dil- 


ferentialgleichung 
dr- lz d"- m 


a 
4. en 


de" 


deren Coeffliecienten q die Form 


Bi 1 ' 
a1 = — 'm-— 19); 
\ I yt de Pıyı 
Zu 1 ım(m—l)...(m—r-+1) dy ,m—-I)(m—2)...(m—r-H ad 
Br u 75 cr : 2: Der > u Pı 1 
Er yı RS FeBBr d.x' 1.2...(r—1 dc’ 
a dy } 
nm—r-+-1)p,_ı ——--+p,t 
\ Ä Pr-1 dx PrYıl 
haben. Aus den Ausdrücken der Grössen g ergiebt sich alsdann, wenn man 


in den Differentialgleichungen (1.) und (4.) die Coelfficienten mit den Stellen- 
zeigern O, 1, bis % betrachtet, wobei p, = q,=1 ist, dass derjenige Stellen- 
zeiger, bei welchem zuerst die grösste der zu diesen Coefficienten gehörigen 
Zahlen auftritt, für beide Diflferentialgleichungen derselbe ist. Es werde nun 
in dem Systeme der zu den Coellicienten der Differentialgleichung (1.) ge- 
hörigen Zahlen 7, +m—ala=0,...m) derjenige Stellenzeiger a, bei welchem 
zuerst die grösste dieser Zahlen auftritt, der charakteristische Index genannt. 
Unter Annahme der vorstehenden Bezeichnuneen kann man dann Tfoleende 
Sätze aussprechen (Abh. Bd. 74 No. 4 und 5): 

I. Wenn in der Differentialgleichung |1.) die Üoefficienten p, == 1. 


pı bis p,,. wo h—_V ist, für z=a in endlicher Ordnung unendlich werden, 


und die Differentialgleichung wenigstens m—h linearwnabhängige, reguläre 
Integrale haben soll, so müssen die übrigen Coefficienten für «= a ebenfalls 
in endlicher Ordnung unendlich werden und der charakteristische Index — h sein. 

Für den Fall A=0 ist dieser Satz unter anderer Form von Herrn 
Fuchs Bd. 68 dieses Journals S. 360 zegeben worden. Aus diesem Salze 


folet nachstehender,. den man auch einfach direct beweisen kann: 


x - 
#) — 
» 
u 
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ll. Wenn alle Coefficienten der Differentialgleichung (1.) in endlicher 
Ordnung für = a unendlich werden und der charakteristische Index gleich h 
ist, so kann die Differentialgleichung höchstens m—h linearunabhängige, reguläre 





Integrale haben. 

Ist der charakteristische Index gleich Null, so hat die Differentialglei- 
chung auch so viele linearunabhängige. reguläre Integrale, als die Ordnung 
beträgt, nach einem Satze, den Herr Fuchs Bd. 66, S. 148 dieses Journals 
bewiesen hat. Wenn dagegen dieser Index kD>0 ist, so hat nach dem in 
der Abhandlung Bd. 74, No. 6 Angegebenen die Differentialgleichung zwar 
im Allgemeinen m —%k linearunabhängige, reguläre Integrale: jedoch kommen 
auch Ausnahmen vor. Man erhält aus der Differentialgleichung für y for- 
melle Entwickelungen, von denen diejenigen, welche convergiren, die ge- 
suchten Integrale liefern. Um solche Differentialgleichungen herzustellen, die 
Ausnahmen bilden, ist daselbst (No. 7) der Zusammenhang einer nicht homo- 
genen linearen Diflerentialgleichung 
m m—1 

er ern — ul # = u Ku du Eh 
mit einer homogenen, deren Ordnung um eine Einheit höher ist, angewand! 
worden, den Herr Fuchs (Bd. 68, S. 365 dieses Journals) gebraucht hat, 


welcher Zusammenhang durch die Gleichung 


n dY .. dq 
( —-4-Y— = 0 
| de IT de 
dargestellt wird. Diese geht nach Division durch q in folgende über 
te dr Iy | dm y | 
Ge Be Pr a se Zr Te dr 7 A Il 
wo 
dp, | dlogy | dp dlogq 
v. ra + PH rn (a=0,....m—1), r nn 
er de "PT Pa | RE da a 


ist. Aus der Gleichung (7.) ergiebt sich 
10.) = cc, 
wo € eine willkürliche Constante ist. Ein Integral der Gleichung (6.) oder 
der Gleichung 
j 11) Y=0 
genügt der Gleichung (8.) und umgekehrt ein Iniegral y der letzteren ent- 


wer 
diogg 


>2 in der 
(LLC 


si. U 1° a 
weder der Gleichung (11.), oder 7 der Gleichung (6.). Ist 
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Umgebung von 2 =«a einwerlhig, so haben die Coeflicienten der homogenen 


Gleichung (8.) in der Umgebung von x =a dieselbe Beschaffenheit. Die 
oben genannten Ausnahmen wurden zunächst für eine Diflferentialgleichung 
zweiter Ordnung der Form (8.) gebildet. mit Hülfe der Differentialgleichungen 
erster Ordnung (6.) und (11.), die man direct behandeln kann, und dann für 
eine Differentialgleichung m'*" Ordnung verallgemeinert. Der Zusammenhang 
zwischen der nicht homogenen Differentialgleichung (6.) Y+-q=0 und der 
homogenen (S.) kommt darauf hinaus, dass die nicht homogene Differential- 
oleichung (10.) Y=Cg erste Integralgleichung zu (S.) ist; sie ist von einer 
um eine Einheit niedrigeren Ordnung. enthält eine willkürliche Constante Ü 
und hat dieselben Integrale wie (8.). Wenn man umgekehrt von der homo- 
eenen Dillerentialeleichung (8.) zu der Dilferentialeleichung (10.) als ersten 


Intesralgleichung übergehen und dazu aus den m--1 Gleichungen (9.) die 


EN dlogy i ä  Tlim: 
Grössen p, und - bestimmen wollle, so würde man nach Elimination der 
(LE 
u \ ’ a e eo... dlogg 
m Grössen p, zu einer nicht linearen Dillerenlialgleichung für — oelangen. 
’ dx 


Es bestehen nun aber in Bezug auf die Bildung der ersten Integral- 
gleichung einer beliebigen linearen Differentlialgleichung folgende Eigenschaften 
der letzteren: 

Bei einer homogenen linearen Differentialgleichung kann man eine erste 
Integralgleichung, eine Gleichung. welche die Form hat: homogener linearer 
Differentialquotientenausdruck von einer um eine Einheit niedrigeren Ordnung 
sleich einer willkürlichen Constanten. und die dieselben Integrale, wie die ur- 
sprüngliche enthält, direct mit Hülfe der linearunabhängigen Integrale der 
ursprünglichen bilden. Alsdann ist die Form des integrirenden Factors der ur- 
sprünglichen Differentialgleichung sowohl durch die genannten parlieulären Inte- 
grale, als durch die Coellieienten der beiden Gleichungen bestimmt. Der integri- 
rende Factor genügt aber einer homogenen linearen Differentialgleichung. Die 
Bildung der ersten Integralgleichung einer nicht homogenen linearen Dilferential- 
sleichung kommt auf das bei einer homogenen anzuwendende Verfahren zurück. 

Dies zu entwickeln wird Gegenstand der No. 2 dieser Abhandlung 
sein. Die lineare Differentialgleichung für den integrirenden Factor ist durch 
ein anderes Verfahren ursprünglich von ZLagrange in den Miscellanea Tauri- 
nensia T. III. abgeleitet worden, worüber No. 3 handelt. 

Diese Eigenschaften der linearen Differentialgleichung in Verbindung 


mit den früheren Resultaten werden zur weiteren Untersuchung der regulären 
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Integrale der Differentialgleichung (1.) benutzt werden. Speciell wird (No. 5) 
der Fall behandelt, wo der charakteristische Index gleich 1 ist, und wo die 
Differentialgleichung m—1 linearunabhängige reguläre Integrale haben soll. 
Die nothwendige und hinreichende Bedingung hierfür ergiebt sich in der Con- 
vergenz einer Reihe von der Form (v-a) ca)‘, deren Exponent r 
und deren Coeffieienten bestimmt sind, und man erhält, wenn diese Reihe con- 
vergirt, eine homogene, lineare Differentialgleichung (m— 1)‘ Ordnung, die 


die gesuchten Integrale liefert. 


2. 
Um die in No. 1 angedeuteten Untersuchungen allgemein zu halten, 
seien die Coeflicienten der homogenen linearen Differentialgleichung 


d” Y d"!y | r 
TP ga SERt TPnY RER Y) — 0 





f \ 
(1.) 


de" 


als beliebige endliche und stetige Functionen von x vorausgeselzt. Es seien 
ferner die m linearunabhängigen, particulären Integrale dieser Differential- 


gleichung auf die Form 


(2.) Yyı=d, p=P f Bis, ... an f dx cf dtd;.. ‚fon da 


gebracht. Man kann nun mit Hülfe der angegebenen Ausdrücke der parli- 
culären Integrale eine homogene lineare Differentialgleichung (m —1)!°T Ord- 
nung bilden, der y,. %,, bis y„_, genügen. Hierzu hat man den Zusammen- 
hang zu benutzen, der zwischen den Differentialgleichungen (1.) und (4.) in 


bu 


No. 1 durch die Substitution yıfzda gegeben ist. Sind die Coefficienten q 


) daselbst p, bis p,„_. ein- 


J/ 


segeben, so bestimmt man aus den Gleichungen (3. 
deutig, und, wenn y, in (1.) eingesetzt wird, auch p,. so dass die Diflerential- 


sleichung (1.) die Integrale y, und yıfada hat. Man geht nun von der 


« . dv. 1 ! | dr m— i ® 
Gleichung - 4 kv„‘ı 0 aus, wo k=— en ae gesetzt ist, mach! 
m—l 


diese zur Gleichung (4.) in No. f und bildet mittels des angegebenen Zu- 





sammenhanges eine homogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung. 


der ?,_, und Om rf ende genügen, und hat so fortzufahren, bis man die ho- 


mogene lineare Differentialgleichung (m —1)!" Ordnung erhalten hat, der yı 
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bis %„_ı genügen. Es sei diese Differentialgleichung 


jn—1 I" 2 
(3.) be RR pe » Y ++ +1,19 = fly) =d. 


dar? 
Wenn man nun in f{y) y, einsetzt und das Resultat durch 7, bezeichnet, so 
kann man aus der Differentialgleichung 


de) de? 
Yu IFr.4y=l 


dx m—1 dc” 2 


(4.) 


die Grösse 2, sofort bestimmen. 


Setzt man in (4.) y„= so erhält man 


( dr dr>ı > ! 
0 th tt I. 
2 . de" Kusre 
wo der Gleichung 
dar?’4 "u 
ER - Let .u = 0 
dem: ' r dan, | Mm? 


die Integrale 
®,. afode, iM ‚fdx Bi,, fon. dc 


genügen. Man setze dann «= of tda und reducire weiter, so erhält man 
schliesslich 

5.) 019... E 
Stellt man demnach die Gleichung 


er. ut 
(6 \ | Ei ee ER En: Ben a 1 55 E 
).) l = m-ıU = C„Oıda2:..7 
\ dar Tr y | de” _.) I 1 Y l - 


auf, wo c, eine willkürliche Constante ist, so ist das vollständige Integral 


derselben gleich y+c,„y,., wenn y das vollständige Integral der Gleichung (3.) 


ist. Wenn also ce, bis e,_, noch m—1 willkürliche Constanten bedeuten, so 
ist das vollständige Integral der Gleichung (6.) gleich a y, +&y +" +c,Y,, 
dasselbe, wie das der Gleichung (1.). Die Gleichung (6.) ist demnach erste 


Integralgleichung zu (1.). Bringt man nun (6.) auf die Form 
4 L'fiy) Bu 


r d arnie 
so erhält man hieraus 5 fiy) = 0. Demnach ist 
d.L e 


(8) L Bu 5. =®% 


de 


eine homogene, lineare Differentialgleichung m" Ordnung. in der der 
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Coefficient der höchsten Ableitung gleich 1 ist und die dieselben Integrale ha 
wie (1.). Sie kann demnach in den Coefficienten nicht von (1.) verschieden 
sein, indem sonst die Differenz der beiden Gleichungen, eine homogene lineare 
Differentialgleichung von niedriger als der m! Ordnung, m linearunabhän- 


. 


gige Integrale hätte. Man hat also für jede beliebige Function y 


ET) — I Flu 
(9.) = Lfiy) = LU’ Fiy), 


\ 


— N 


und es ist demnach Z”" integrirender Factor zu Fy). 

Setzt man in Gleichung (9.) 1" =M, so dient die identische Glei- 
chung (9,.) zur Definition des integrirenden Multiplicators M von F(y). und 
wenn man nun die Coefficienten der Dilferentialquotienten der nämlichen Ord- 
nung auf beiden Seiten gleich setzt. so erhält man, wenn 4, =1 ge- 
nommen wird: 

d 


dx 


10) MN) + Mn = Mpıaı (a=0,...m-2), (Al, = Mp.. 


m—1}) 


Aus diesen Gleichungen kann man successive die Grössen M/, eliminiren und 
erhält 
dr dr—! dr —?) 


Mm) rH- (pn) + (PM) +1)" 


J dx" der! I de” 


M — 0. 


m 


eine homogene, lineare Differentialgleichung, der der integrirende Multipli- 
cator genügt. 

Ist umgekehrt M ein Integral der Gleichung (11.), und bestimmt man 
aus den m—1 ersten Gleichungen (10.) successive die Grössen /, bis /,_,. so 
ist auch die letzte Gleichung (10.) erfüllt. Demnach findet die Gleichung (9.). 
wenn L’'=M gesetzt ist, für jede Function y statt, und 17" ist integrirender 
Factor von F(y). Die erste Integralgleichung zu F(y)=0 nimmt die Form 


f(y)= e„lL an. wo ce, eine willkürliche Constante ist. Setzt man dann die 
ii 


eo fe.de, ERRR efdav....fo,_.de voraus, so kann man dem mtr Integrale 


m— 1] particulären Integrale der Gleichung f(y)=0 unter der Form r 


der Gleichung (1.) die Form entıfder,...fe.de geben, und dann wird 


L=v,v,...c, und 
(12) M= (0%...0,)". 


m, 


Ferner ergiebt sich aus der ersten der Gleichungen 10.) 


—.)dx 
a a ui 
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Die Differentialgleichung (11.) für den integrirenden Factor hat durch ein 


anderes Verfahren Lagrange in den Miscellanea Taurinensia, T. II. abgeleitet, 
worüber die nächste Nummer handelt. Sie ergiebt sich direct aus der be- 
kannten Bedingungsgleichung für die Integrabilität des Ausdruckes (x, 9, %1x...%, 


dy dym- 1 =. 
wo Yyı — dx’ we Yn as Kr 1st: 
ern. rl) = 
oy dr \oy, +. de’ \oy, de” \ı ur ’ 


wenn man = MF(y) setzi. 
Die beiden Ausdrücke für den integrirenden Factor (12.) und (13. 


u Kp,—I)dx » Pr e . . 
ee lassen sich einer aus dem anderen herleiten. wenn 
man die Darstellung von p,. bezüglich /, durch die Grössen ®,, ©. ... 


benutzt. die ursprünglich D’Alembert in den Miscellanea Taurinensia T. I1l.. 
p. 382, später Libri Bd. 10, S. 190 dieses Journals und Herr Fuchs Bd. 66. 


S. 131 dieses Journals mit Hülfe der ersten der Gleichungen (5.) der vorigen 





3 dlogy, ’ r ) 
Nummer p, = 1 — m — u abgeleitet haben. Es ergiebt sich 
{ ob 
dlogr, 1 dlogr, dlogr, 
hı = - m ———— — (m— ]) —— — 1 — 
Pi dx 2 dx dx 
. —/p,dx . PER —/1,da FSEER u. 
Also wird e° = 2.00 ...v, und entsprechend e Tre 7 
/p dx — (dx > 
und demnach e ER u. 


Ist die nicht homogene lineare Differentialgleichung 
(14) F(y)+q= 0 


vorgelegt und multiplieirt man sie mit M, welches durch (11.) bestimmt ist, 
so erhält man 


p > \ I a ö \ 
‚15. M(F y)rq): Er ‚M/ Y + /Mgdx, = () 
und daraus 


Mfy +/Mgdr —= Gonst. 


Man kann nun den Inhalt dieser Nummer in folgender Weise zusammenfassen 


Die m linearunabhängigen Integrale der Differentialgleichung 


dr Y dr—! 7 
EEG... AB: 26 ) PAR u Su 
da” Pı der! 


+Pmy=Fiy)=0 
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seien auf die Form y=t,. = eferde, a 5 cıfdz oıfde O5. fon di 


. gebracht. Mittels der Ausdrücke der m—1 ersten Integrale wird die Gleichung 
rg dr- "y j 
De Zu —_ ...t/] u=fiu) = 
er I dar? | Fin /\y, 
gebildet, der y, bis y,„_, genügen. Alsdann ist 
fiy) = CmOıda.. On; 


wo c,„ eine willkürliche Constante bedeutet, erste Integralgleichung zur Glei- 
chung F(y) =. 

(01%...0) 
ist die Form des integrirenden Factors zu F\y); dieser Factor ist andererseits 


/ 
‚(pP —I 


gleich e und durch die homogene, lineare Differentialgleichung (11. 


bestimmt. 


2 
OÖ, 


Die homogene, lineare Differentialgleichung für den integrirenden 
Multiplicator M der linearen Differentialgleichung 


| Imy a Pa 
1.) tm te tpnytg = 0 


da” da” 
ist. wie in der vorigen Nummer angegeben, von Lagrange in den Miscellanea 
Taurinensia T. II., p. 179 durch ein Verfahren hergeleitet worden. welches 
nachstehend kurz dargestellt werden soll. 


Man multiplieire die Gleichung (1.) mit Mdr, wo M eine noch un- 


bestimmte Function von x ist, und führe in allen Gliedern die Integration nach 
Theilen aus, so erhält man 


fr. yMdx = r Myda, 


Ser .. 
Sp. Mdr = p._,My- /- Pot) un, 


d’ı lı 1(pm-2M) U (pm. M 
Jo = e u. +f- Be Z yda etc. 


dx dx dı 








In dem Resultate setze man 


d"M  d”-1(p,M) 





wi ia AP = 6; 


da” dx’ m— 
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man findet alsdann 





jm— 1 jr? dA gr l) ( / 
(ame 7° Fer ue B Eee ee BE N 


lar 1 dar \ d To der (de dx 
\ .) m—I m—? \ > 
HH TERM. ep, Mm) + /gMdr=Const 
+(—1 Er= u 1)" p„_M\ H qMdx = Cons! 


Die Gleichung (3.) ist also erste Integralgleichung zu (1.). und der integrirend e 
Multiplicator zu (1.) wird durch die Gleichung (2.) bestimmt. 

Wenn man in gleicher Weise die lineare Differentialgleichung be- 
stimmen will, der der integrirende Factor der Gleichung (2.) genügt, so finde! 
sich. dass diese die ursprüngliche (1.) ohne den von y unabhängigen Theil 
q ist. Denn multiplieirt man (2.) mit ydx und integrirt nach Theilen. so 


fr. Mydx = Kae Myda, 
Il dm MM dy 


d Po: M u d’ Pmn >M) 19 +fı = y 
gr u = ——-ydıe = re Fr PnD = dx et 


Wenn demnach für y die Gleichung (1.). worin g=0 gesetzt ist. besteht. so 


erhält man: 








iindet man für M die Gleichung 








B (d(pm—M) j dy | 
(4.\ ai „My—, dx I Pm- M dx 
ne Pi iM dy ae ’ 

Ei BE De y— Feen Cons! 

\ (der: da" da da"! 

4. 
. Es.seien nun die Coeffieienten der Differentialgleichung 
dr Yy u 
” - 1 ne 0 
1 / dr” Pı° 25 s PnY 


in der Umgebung des Punktes vr = «a einwerthige analytische Functionen und 
so beschaffen, dass sie in der Entwickelung Potenzen von (r—a)' in end- 
licher Anzahl enthalten. Hat man zu dieser Gleichung eine erste Integral- 
sleichung 

re. Ls:, 
7 aa 





\ 
9; 


wo c,„ eine willkürliche Constante ist, so bestehen nach No. 2 (10.) die Re- 
39 * 
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lationen. wenn 4,=1 ist: 











. WE ui nad ® . “a ._ z 
I. a,b u u. L r z— L Dust a—=B, ... m—?2). dx L Fi; — L 'Pp.: 
oder 
dl, dlog L-! B dlog L-! 
: nn suche Bed _ — £ — ), 4 u “ pen ee 
4 dx las Pa+n, (A Om ‘ dx Ze dx P: 


I'= M genügt der Differentialgleichung 


d"M d"-—!(p M 
dx" da”! 








(5. +. +(—1)"9,M = 0. 
Und umgekehrt führt ein Integral dieser Gleichung zur Gleichung (2.) als 
ersten Integralgleichung von (1.). 

Wenn der Gleichung (5.) ein solches Integrai 7 = L7' genügt. dass 
dliogL- . r Er 
er der Umgebung von z=a einwerthig ist und Potenzen von (2—a)” 
in endlicher Anzahl enthält, so ergeben die m—1 ersten Gleichungen (4... 
dass die Coefficienten /, dieselbe Beschaffenheit haben. Wir wollen alsdann 
bei den Coelflicienten /, und p, die zu denselben gehörigen Zahlen (No. 1) 
vergleichen, wozu die Gleichungen (4.) dienen. 


dloer L-! 
Ist erstens — —— 
dx 


unendlich, so ergiebt sich aus \(4.). dass der charakteristische Index des Systems 


in nicht höherer als der ersten Ordnung für 2=a 


der zu den ÜCoefficienten |, gehörigen Zahlen derselbe ist für das System der 
dlogL-! 
dx 


endlicher Ordnung, für e=a unendlich und der charakteristische Index bei 


zu p, gehörigen Zahlen. Ist dagegen in höherer als der ersten, aber 


den Coefficienten I, gleich h—1, so ist derselbe bei den Üoefficienten p; 
gleich h. 
Der charakteristische Index in der Differentialgleichung des integri- 
renden Factors (5.) ist derselbe, wie in der ursprünglichen Differentialgleichung. 
Es sei nun der charakteristische Index bei Gleichung (1.) k > 0, dem- 
nach auch bei (5.). so haben diese Differentialgleichungen nach No. 1, Satz Il. 
höchstens m—% linearunabhängige reguläre Integrale. Wenn der Gleichung (5. 
n dloegM  „. : 
ein Integral M genügt, so dass u für 2 =a höchstens von der ersten 


Ordnung unendlich wird, so hat M die Form (@—a)yix). wo g (x) nur Potenzen 


von ©—a mit positiven Exponenten enthält, y(a) von Null verschieden ist, und 
dann hat M"'=L dieselbe Beschaffenheit. Diese Form von Z lässt es zu- 
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nächst unbestimmt, ob der Gleichung (2.) etwa für einen von Null verschie- 
denen Werth von ce, ein reguläres Integral von (1.) genügt. Wenn dagegen 

2; Ei ze i dlogM . 
der Gleichung (D.) ein solches Integral genügt, dass er höherer, als 
r ( 


der ersten, aber in endlicher Ordnung für 2 a wnendlich wird, so wird M 


F. 
gleich e(z—a) Zc,(c—-a), wo w die Form Zc_,(e—-a)” hat. M"=I 
’ u i N 


wird also gleich (c—a)"y(x). wo die in der Umgebung von 2 = a einwer- 
Ihige Function y(x) in der Entwickelung unendlich viele Potenzen von (x—a) 
enthält. Der Differentialgleichung (2.) kann daher für keinen von Null ver- 
schiedenen Werth von ce, ein reguläres Integral der Gleichung (1.) genügen. 
(Vgl. Abh. Bd. 74, No. 1. Gleichung D. .) Wenn in diesem Falle also di. 
(Gleichung (1.) überhaupt solche Integrale hat, so müssen diese auch der 
(leichung 

ABEL 6 SEE 


dar 


In-ıY 0 


da” 


genügen, bei welcher die Ordnung, und nach dem Vorhergehenden auch deı 
charakteristische Index um eine Einheit niedriger als bei (1.) ist. Diese bleib! 


alsdann weiter zu behandeln. 


>. 

Nach der in den Nummern 2 und 4 entwickelten Methode sollen jetz! 
die Bedingungen aufgesucht werden, damit die Differentialgleichung 

m m—1 
[*.) E "I y ++ 49,Y 0. 

deren Coefficienten in der Umgebung von «= a einwerthig sind, und wo p; 
eine endliche Anzahl Potenzen von (c—a) ' enthalten soll, genau m-—1 linear- 
unabhängige, reguläre Integrale habe. Nach dem in No. 1 Angegebenen ist 
hierzu zunächst nothwendig, dass die übrigen Coefficienten ebenfalls in end- 
licher Ordnung für e=a wnendlich werden und der charakteristische Index 
gleich 1 sei. Diese Bedingungen seien also erfüllt. 

Wenn alsdann die Gleichung (1.) m—1 linearunabhängige, reguläre 


Integrale hat, so kann man diesen nach No. 6 der Abhandlung Bd. 74 dieses 


> 


Journals die Form geben y, = vı, Y = cıfe.de, She vfdev.... fo, ‚de, 


0, = (z-a)"g (x), 0, = (2-0) e-"g,(a), a= (2,..m—1), wo y,(x) in der 


Umgebung von 2=a einwerthig ist und nur Potenzen von z—a mil posi- 
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tiven Exponenten enthält, y,(a) von Null verschieden ist. Bildet man nun 
nach dem Verfahren von No. 2 die Gleichung 


” jr—1 jn—? 
(2.) DR J l ME REITEN u „1% u 0, 


de"! u dx" 2 


der diese Integrale genügen, so werden deren Coefficienten /, in der Umgebung 

von z=a einwerthig und für e=a in endlicher Ordnung unendlich. Der 

charakteristische Index dieser Gleichung ist (No. 1, Satz I.) gleich Null. Das 
(1. 


) nımmt die Form y,„ = cıfaze.... fe, dx an. 


letzte Integral der Gleichung 


d lox Um . Tr . . . . 
wo nm der Umgebung von 2 =a einwerthig und in endlicher, aber 


höherer als der ersien Ordnung für r=a unendlich ist. Man erhält als 
erste Integralgleichung zu (1.) nach No. 2 Gleichung (6.) 


dr? y 


d"—!y 
I der? 7 


da” —/] 


1 


(2 \ 
(O.) 








+lu-ı% une Cm Ola... Os 


wo ce, eine willkürliche Constante ist. (®,©,...e,)” nach Gleichung (13.) in 


Bi (p—I)dx = . 
No.2 = e/" “—M genügt der Gleichung 


I" M I"-1p,M er 
4) — - nt t-N)"pM = 0. 


da" dar 





' z u 
Jeder der beiden Ausdrücke (e,®,...e,)" und ef dx ergiebt, dass dieser 


Werth von M die Form hat: e"(2—-a)" Se, (2a), w = &e ‚(@-a)“. 
( 


Aus der gemachten Voraussetzung folgt also, dass die Differentialgleichung des 
integrirenden Factors (4.) ein Integral von der angegebenen Form hat. 

Hat umgekehrt die Gleichung (4.), deren charakteristischer Index eben- 
falls 1 ist, ein Integral M = L”' dieser Form und bildet man mit demselben 
nach der vorigen Nummer die dortige Gleichung (2.), als erste Integral- 
gleichung zu Gleichung (1.), so kann diese nur für e,„=0 die regulären 
Integrale von (1.) enthalten. Diese Gleichung (6.) der vorigen Nummer hal 
aber dem dort Angegebenen gemäss den charakteristischen Index Null und enthält 
daher nach dem in No. 1 angegebenen Satze des Herrn Fuchs soviel linear- 
unabhängige reguläre Integrale, als die Ordnung beträgt, nämlich m — 1. Man 


erhält also dadurch eine homogene lineare Differentialgleichung (m — 1)'“ 

Ordnung, deren Integrale die regulären Integrale der Gleichung (1.) sind. 
Die nothwendige und hinreichende Bedingung für die verlangte Eigen- 

schaft der Differentialgleichung (1.) besteht also darin, dass die Differential- 
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jleichung des integrirenden Factors (4.), deren charakteristischer Index gleich 1 


a 
= (} 


SL. 
ist, ein Integral der Form e" (c—-a) Zc,(r—a), w=Fc_(2—a)" hat. 
b () l 


Man kann nun den Ausdruck dieses Inteerales weiler bestimmen. 
Zunächst sieht man, dass die Gleichung (4., überhaupt nur ei» Integral dieser 
Gestalt haben kann. Denn dasselbe führt zu der Gleichune (6.) der vorieen 


I, )dx 


Die Coeflicienten /, sind aber hier 


u 


Nummer und ist demnach gleich e’® 
dadurch bestimmt, dass diese Gleichung (6.) die m—1 linearunabhängigen 
regulären Integrale von (1.) liefert und dieselben nur einer einzigen homogenen 
linearen Differentialgleichung dieser Ordnung genügen können (vel. Nr. 2, (8. 
Es ist ferner der Coefhicient von (e— a)" in ! bekannt. 
Wenn nämlich in Gleichung (1.) der charakt ..„.ische Index überhaup! 
gleich A wäre, so würden nach der Abhandlung Bd. 74 dieses Journals Nr. 6. 


die Exponenten der linearunabhängigen regulären Integrale, deren die Dilfe- 


rentialgleichung höchstens m — k haben kann, Wurzeln der Gleichung 


- \ F \ % “ ) 
r(r—1)...(r— (m—k)+1)+r(r—1)...(r—(m—%k)-+2) —(2-a | 
' \ pP) 





sein. Hat die Differentialgleichung nun in der That m — h linearunabhängige 
reguläre Integrale, so kann man für diese eine homogene, lineare Differential- 
gleichung (m—h)t°" Ordnung bilden. und wenn deren Coeffiecienten durch a, 
bezeichnet werden, so ist die Gleichung, welche die Exponenten bestimmt: 


r(r—1)...(r— (m—h)-+1) 


-r(r—1)...(r—(m—h)+2)[a (2 —a)], 


.. la,_, (2 —-a)”"|,_.„=Vd. 


N) l i—/ J IA 
Und zwar werden die Exponenten in beiden Fällen dadurch gegeben, dass 
man die Integrale in der Form 


dı. ofo.de, N co, fdx ei. Om „dx 


r.—? l 


aufstellt, wo &, = (z—- a)" p, (2), 9, = (2- a)" g,(z), (a=2,..m—h) ist, 
die Grössen g in der Umgebung von © = a einwerthig sind und nur Potenzen 
von z2—a mit posiliven Exponenten enthalten, 4, (@) von Null verschieden 
ist. Die Exponenten werden dann r,, 73, ... 7„_,, und die Wurzeln der beiden 


vorstehenden Gleichungen sind dieselben. Hieraus erhält man 


Pr+ı - | m , .- ö u ö 
(0a) = la (2-)l,.; .-. „(2-a - [dan (C-4) 
2 x—a - 11 \ ’ 
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. . ». „ r / ) . 
In dem hier betrachteten Falle muss also [#(@ a) — [4,(z—-a)],_. sein. 
pP, won 


/pıdx/, ’ x f 
(2—a) 2 c,|7—a 


0 


Das vorhin untersuchte Integral M muss also die Form e 





. Bi ; . . ’ 
haben, wo r den Werth at. e— a) | hat und e, von Null verschieden ist. 


MW voa 
4 Y ® / /p,dx 7 . . 

Setzt man demnach in Gleichung (4.) M=e’"" "N und bildet die ho- 

mogene lineare Differentialgleichung für N 


,„ so kann dieser nur ein einziges 


IR 
Integral der Form (z—a) cz —a) genügen, und in diesem muss 
\ () \ P4 . « « 





D, , | ’ Bo, ir 
r—= -[2 (2—a) ‚ €, von Null verschieden sein. Die Existenz dieses In- 
n =”. 


tegrales ist für die Erfüllung der an die Differentialgleichung (1.) gestellten 
Forderung nothwendig und hinreichend. 
Wir wollen nun die Differentialgleichung für N untersuchen, um die 
Entwickelung des hier betrachteten Integrals N nach No. 8 der Abhandlung 
. . . . ’ u . N ‚dx 
Bd. 74 dieses Journals zu ermitteln. Es wird also in Gleichung (4.) M= e’" N 


. . . p, dx . 0 1° 
eingesetzt und schliesslich durch e >“ dividirt. Setzt man 














d” Ipıdx dei Ipıdx 7 RE Sr dx 
dar © FR dar al B I; 
so erhält man 
dit dt ei 
t, Br h=pthtrz,: te: ä = pmh-YNT de ° 
Wird dann in 
d’ | u da | 
b, az der ER . kı der ER ey k; de? t,_.+ ee: ij k, Ri: r 
u , vr ‚ i 
für #,_, eingesetzt pt,_ 4m her: 1). so ergiebt sich: 
| 2 
den d’ | di |dr-? 
2 der+! uant Ri dar 0 + # dei n-(+ Tr h; der? In-(r+ +" 
-+Hp\ „dp, | ‚ r(r—1) d’p, 
a7  - 
+ kpıl PT} 
dx 
kr pı 


Hier findet man aus dem ersten und letzten Glied jedes Coefficienten unter 











Th ome, zur Theorie der Iınen en Di/fe: enhialgleu hunnen 




























dass die 





Berücksichtigung, Ordnung 7,, in der p, für a 


orösser als 1 ist, schliesslich dass f, einen Ausdruck von der Form erhält: 


/ dd” f d 14 in n | } f 
- la dr Ag Tg Pır 
.), ‚ 
ın'n In 2 ıd f 
j 
| 1.2.3 P de p 


wo in jeder Klammer auf das erste Glied solche folgen. die für a in 
niedrigerer Ordnung unendlich werden als das erste 
Wenn nun in Gleichune ‘4. M=e V einvesetz! 


dividirt wird. so giebt die Summe der beiden Anfangselieder 


- 


Dieser Ausdruck geht aus /5.) hervor, wenn man dort n 


setzt. Der folgende Summand aus (4 


liefert zu jeder Klammer in dem letzten Ausdrucke Glie 


von niedrigerer Ordnung unendlich werden als da 


u 
’ 


3 1} 1 : .. 4 ] . " 
ganzen Ausdrucke noch den weiteren Summanden hinzu 





hier in der Klammer die folszenden Glieder für a a von niedriserer Ord- 
nung als (m—2)7,+7,+1 unendlich werden. Treten nun noch d cen 
Summanden aus Gleichung 4.) hinzu, so ergiebt sich, dass die G Q 
für N die Form hat: 
d” N d N \ (m —1)(m—2 ' 
TE Ten 
6. | 
9 Pi 1 Ä \ 
wo in jeder Klammer ausser der letzten auf das erste Glied s lo 
die für e=a von niederer Ordnung als das erste unendlich werden 
letzten solche, die für = «a von niederer Ordnung als (m—2)7,+7,—-1 un- 


endlich werden. Daraus folgt, dass der charakteristische Index lieser 
Differentialgleichung gleich m—1 ist. 

Die Differentialgleichung 6.) liefert daher nach No. 6 und S der Ab- 
handlung Bd. 74 dieses Journals überhaupt nur eine einzige form Entwichelung 


B f 1 v r . . \ . 
für N von der Gestalt —-a\) Sc z-a\, und zwar is pger 





Mat 





Y n } Yy 
vourmai Tui 
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m». Tr . . Y . * . 
r=-[#(e-0)] ‚ €, von Null verschieden und die Coefficienten c, sind 
1 “=Q 


vollständig bestimmt. 
Die Convergenz dieser Entwickelung ist also die nothwendige und hin- 
reichende Bedingung für die geforderte Eigenschaft der Differentialgleichung (1.). 
Sind die Coefficienten der Gleichung (1.) rational, so werden die von 
(6.) ebenfalls rational, und man erhält für die Recursionsformel der Coefli- 
cienten c, eine solche, die eine constante Anzahl derselben enthält. 


6. 


In der vorigen Nummer ist der Fall behandelt worden, wo die Coefli- 
cienten der Differentialgleichung 


(1.) 


in der Umgebung von 2 =a einwerthig und für z=a in endlicher Ordnung 


d”y dr! y 


++ ty = 0 


da” 





unendlich sind, und wo der charakteristische Index gleich 1 ist; und es ist die 
nothwendige und hinreichende Bedingung ermittelt worden, damit die Diffe- 
rentialgleichung genau m —1 linearunabhängige reguläre Integrale habe. 

Es sei jetzt der charakteristische Index kh —1. 

Man kann hier wiederum die Methode, die in No. 4 entwickelt ist, 
anzuwenden suchen und zusehen, ob man der Differentialgleichung des inte- 


n 


es 
grirenden Factors durch einen Ausdruck N=e“ (z—a) Ic, (2—-a)', w=Ic_,(2—a)”® 
0 L u 


genügen kann, wodurch, wie in No. 4 auseinandergesetzt, die Untersuchung 
auf eine homogene lineare Differentialgleichung zurückgeführt wird, deren 
Ordnung und charakteristischer Index um eine Einheit niedriger sind. Lässt 
sich dieses Verfahren » mal nach einander anwenden, so kommt man auf eine 
homogene lineare Differentialgleichung (m—%)t*" Ordnung mit dem charakte- 
ristischen Index Null, die die regulären Integrale der ursprünglichen giebt. 
Wenn nun ein Integral M der angegebenen Form der Dilferential- 
gleichung des integrirenden Factors genügt, und man nach No. 4 die dortige 
Gleichung (6.) bildet, so ist der charakteristische Index bei den Coefficienten 
/, derselben gleich —1. Man bezeichne die Ordnung, in der der Coefficient /, für 
x=a unendlich wird, durch A,, während ,, wie früher, die Ordnung bedeutet, in 
der p, unendlich wird. Alsdann ergiebt sich aus der Gleichung ((4.) in No. 4) 





_ Abi ,, MogM 7 
Pr -_ de “- vo dr | h» 
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dass 7,=4,_,t+n+1 sein muss. Es ist aber 4,_,>h-—1. da der charak- 
teristische Index bei den Coefficienten /, eleich aA — 1 0 ist: daher muss 
7, _>h-n sein, und da » wenigstens gleich 1 ist. so muss h+1 sein. 


Fe 


Wenn die vorhin angegebene Reduction 4 mal nach einander möglich 


sein soll. so muss 7, — 2% sein. 


Es sei also », -h-N1. Dann kann n» die Werthe von 1 bis 7 el 


T . d log M dır 
annehmen. Nun wird —— : 


2 i DIE). WO Di). In der Umsebun: von 
dx dr J - 


z= a einwerthig, für x = «a höchstens in der ersten Ordnung unendlich wird. 
dir 

dx 
Elimination der Grössen /, zu bestimmen. Diese Gleichungen nehmen. wenn 


dlozM F ‘ . e 
—— _ — z oesetzt wird. die Form an: 
dx er 


Man hat dann zuerst den Theil aus den Gleichunsen 4.) in No. 4 nach 


IL 


\p-3=1h, a ul, (a 


iv 


Eliminirt man hier aus den 4 ersten Gleichunsen successive die (Grössen 
l, bis /,_,. so bleibt rechts /, stehen. Es muss aber 4 n | 


1 


sein; setzt man daher in diese Endgleichung für z seinen Ausdruck. so müssen 
auf der linken Seite die Coefficienten der Potenzen von |r—a von der 
höchsten herab bis zur (7, —»-+1)!en oleich Null sein. In dieser Gleichun 
kommt aber aus p die Potenz (r— a)” vor; man erhält daher auf die 
angegebene Weise wenigstens » Gleichungen, aus welchen die » ersten 
Coefficienten c_, in s zu bestimmen sind. Hat man auf diese Weise ermittelt, 
welche Werthe »» annehmen kann. so ist NM =e" N zu setzen und. wie in 
der vorigen Nummer, die lineare homogene Differentialgleichung für N auf- 
zustellen und bei dieser zuzusehen. ob dieselbe ein Interral der Form 


L. 
(z—a)Sc,(r-a)* liefert. Hierzu kommt es auf die Conver 


formellen Entwickelung an, die man nach No. S der Abhandlung Bd. 74 dieses 
Journals bildet. 


- 


i. 
Das in den No. 2 und 4 angegebene Verfahren kann man dazu benutzen, 


um allgemein solche Differentialgleichungen 
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deren Coeffieienten in der Umgebung von 2=a einwerthig und für © = u 


in endlicher Ordnung unendlich sind, zu bilden, bei denen der charakteristische 
Index h-O ist, wo aber die Anzahl der linearwnabhängigen regulären Inte- 
grale, die höchstens m— h betragen kann, von VD bis m— h varürt. 

Hierzu dient einerseits aus No. 2 die folgende Beziehung: 


Wenn 


Yı ©, Y: —— nferde, a Yn-i - vıfde Ös. . fo dx 


die Integrale der Gleichung 


draty ri SOFERN IE y=fiy)=0 
ı m—1% i ie 


D\ +] - —— 
der: dc”? 


mw 
\ 





sind und man die Gleichung 


u 
un —_ 23 ? ame E " ®» ae ii .n ® B— E& MR 
er u im) ll nd m—i "m 2. 


dri; 
3, = / 


de" L 


wo c, eine willkürliche Constante ist, bildet und aus dieser die homogene 


an df(y) , 2... dlogL-! 
a) RT = 0, 


so haben (3.) und (4.) zu Integralen yı. %» --- Yan Yu = oda 02... fe dx. 
Andererseits benutzen wir aus No. 4 das Resultat: 
Wenn in Gleichung (2.) der vorliegenden Nummer die Coeffieienten 
in der Umgebung von © =a einwerthig und für z=a in endlicher Ordnung 


a dlogsL-! 
unendlich sind und — 








ebenso beschaffen ist, so findet dasselbe für die 
dc 
dlog L-! 


+ höchstens in der ersten 





Coefficienten der Gleichung (4.) statt. Ist dann 
Ordnung für e= a unendlich, so bleibt der charakteristische Index in (2. 


’ dieelL”" . R “r 
und (4.) derselbe; ist Ka ua höherer als der ersten Ordnune für 2 = a 
dx I 


unendlich, so ist der charakteristische Index in (4.) um eine Einheit höher 
als in (2.). 

Es kommt dann zu dem angegebenen Zwecke auf eine passende Wahl 
der Grössen ® an, um durch sucecessive Anwendung des Zusammenhanges von 
(2.) und (4.) eine Differentialgleichung der verlangten Eigenschaft zu erhalten. 

Man sieht nun zunächst. dass man auf die Herstellung solcher Diffe- 


rentialgleichungen zurückgeführt wird, deren charakteristischer Index kleiner 


als die Ordnung ist, die aber keine regulären Integrale haben. Denn wenn 
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ie (‚leichung . $ Iinearunabhängige reruiäre Inleprale 


die Form Y, ”, z—da DD.) U PC, /JZP,AT. 
an. ©,= z—Ga m a - a ’ „ wo die in r I 


einwerthigen Funclionen % nur Potenzen von a mi 
enthalten. Redueirt man nun durch die Substi 
dies Verfahren fort. so bieibt der charakteristische Ind 


zu einer Differentialeleichunse m — s Ordnu elan: 


| r 1 | 2 n 
Inteerale mehr hat. Und umsekehrt. seht man von lelz 


y 1 j s 1 j N En | 
durch das umeekehrte Verfahren successive die s Int: 


Endeleichune. die denselben charakteristischen Ind 


Wenn man ferner eine Differentialsleiehuns hat. @ 
Index eleich 1 ist. und die keine re , ° 
ndex 2zileıch Isi. und dıe Kein: esuiaren inieg 


Hülfe dieser sofort eine SsOICcnEe bilden. deren CI 
1 1; \ 1 1 » „tr p y p . | n t ı, 
und dıe keine derarlıczen inieoraie besıiz Jyenn wenn 


zur Gleichune (?2.) dieser Nummer nimmt. für ZL in Gl: 


I u 3 
druck der Form e’/z-a’ re /r-a'. vw 


lı , I 1] ni 
1lalık n ı) und Bi Clil H u l Co» i f a { ‘ 
\ . ' - I Y 
Ist 1] 4 um eıne Eınnt IaSS ‚ 
, } 
diese Gieichuns anwenden. 
T* , l T m 1 | 
rs bleibt demnach od { o 7 S 
] . I-; eo: 17 ns , ] } int 1 1 yıY 43 j nn , | 
cnafTaklerisilsche Index vielcttnh 1 IS und die Uieic il € 


hat. Dies kann man einfach in folgender Weise er 


" - LG 13 L Ü " . Ü 


wo die in der Umgebung von z=« einwerthigen Grössen 


von z—a mit positiven Exponenten enthalten, g,'@, von Null veı 


Geht man dann von einer Gleichung erster Ordnung, 


so kann man durch suecessive Anwendune des Zusamm: 


chung (2.) und (4.) schliesslich eine Gleichung m!“ Ordnur 


» 


den Integralen „=. =vfe.de, ... ! co /der 


rakteristische Index ist in der Gleichung erster Ordnung, der © 


bleibt ungeändert. Nimmt man nun die Exponenten 





i 
; 
3 
‘ 
ı 
i 
ul 
y 
| 
1: } 
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und so, dass die Grössen ®,. %;. ... ® 
/ 1 . ” * ” ” 
(2— a) enthalten, so nehmen die Integrale die Form an 


„in der Entwickelung das Glied 


YAzCı NM=tlfatYaloge—a)+--+h,[lloge -a)"} (a=2,...m), 


wo die Grössen y in der Umgebung von z = a einwerthig sind, %, eine von 
Null verschiedene Constante ist. Demnach enthält irgend ein Ausdruck, der 
aus denselben linear mit constanten Coefficienten zusammengesetzt ist, als 
Coeflicienten der höchsten Potenz des Logarithmus die Grösse ©, mit unendlich 


vielen Potenzen von (r—a) 


„ multiplieirt mit einem constanten Factor. Die 
Differentialgleichung hat also die verlangte Eigenschaft. 

Die Exponenten,. zu denen die regulären Integrale der Differential- 
gleichung (1.) mit dem charakteristischen Index Ah gehören, sind nach No. 6 


der Abhandlung im Bd. 74 dieses Journals Wurzeln der Gleichung (m — he 


(Grades: 


De r(r—1)...(r—(m—h)+ I)[p, (z—a)"h],_, 


' E \ F f ua © i 4 1 | t n—lı 
(+r(r—1)...(r-(m—h)+2)[ pr. -a) "N, .+-4+[p.(g-a) rt”), _.=0. 


x 


V 
In dem Falle, wo die Grössen v,, ©, ... ®,„ die Form (z—-a) &c,(2—a) 
0 


m 


% A 
oder e(z-a)Z&c, (2 -a), w=3c_,(c—a)"* haben, wo c, von Null ver- 
schieden ist, sind alle Wurzeln dieser Gleichung durch die Exponenten « und 
die Zahlen » in den Grössen »» bestimmt. 
Geht man nämlich von der Differentialgleichung (2.) zu der Differential- 
sleichung (4.). die der Gleichung (1.) gleichgesetzt ist, über mittels der Glei- 


chung (3.) und ist erstens ZL von der Form (z—a!e,(x—a), wo c, von 


T 
Null verschieden ist, so bleibt in den Gleichungen (2.) und (4.) der charakte- 
ristische Index derselbe; er sei in (2.) gleich A. Die Gleichung, welche die 
Exponenten der regulären Integrale bestimmt und zur Differentialgleichung (2.) 
gehört, ist vom Grade m—1-—h und. wenn die Ordnungszahl, in der /, für 


x = a unendlich wird, durch 4, bezeichnet wird, folgende: 
(pr —1) a Te Wer 0 2 2: 
6 u r(r—1)...(r— (m —-1—h)+1)[4,(2—-a)'r],_. 


Itrfr- -1)...(r—(m1—h)+R)[, (aa), ++. (a -a)Rt" "0. 
Nun ist (No. 4) 


dl; ra—1 dlog L-! ‚ . dl,, a dlog L-! 
nd en. ES ee TR, 
Pr+a 2 Men+a-1 I enya (f /» Pn de Team 
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Es wird 7, =#4, und 


[par (2- a)", = Ihr. (2-0), Tri (2 a)" o+4,+9—1 
(a=0...m—h—1), [p. (2-0), „= Il. (2-a)%""],_.(0+4,+m—1—h). 
Setzt man dies in das Gleichungspolynom von >.) ein, so erhält man 
he Aa m—h)+1)[p,(2-a)"*]._.+'+[p"(z—a 
7.) = 'r(r—1)...(r—(m—-1—h)+1)[4,(2— a) 
+ [/, ‚(2 —a Arm I r—(0-4J/ m—1—h 


Zu den Wurzeln der Gleichung (6.) tritt also in Gleichung 5.) die Wurzel 
o-+4,+m-—1—h hinzu, wo die positive ganze Zahl 4,+m —1-—h die grösste 


der zu den Coefficienten der Differentialgleichung 2.) gehörigen Zahlen ist. 


Hat zweitens ZL die Form e” (z—-a)F&c,(c-a), w=Sc_,(cr-a)', so dass 


der charakteristische Index in (4.) um eine Einheit höher als in (2.) ist, so 
bleibt die zu (2.) gehörende, die Exponenten bestimmende Gleichung dieselbe 
für (4.). Die grösste der zu den Coefficienten gehörigen Zahlen wird von 
Gleichung (2.) zu Gleichung (4.), wenn ZL sich in dem ersteren Falle befindet, 
um 1, in dem zweiten Falle nach No. 6 um »-+1 erhöht. Haben also die 
Grössen © die angegebene Form, so werden die Wurzeln der Gleichung 5 

durch die Exponenten « in den Grössen e und die Ordnungszahlen » in den 
Grössen w bestimmt, wenn man die Differentialgleichung (1.) durch successive 


Anwendung des Zusammenhanges von (2.) und 4.) bildet. 


ne 


Die in den vorhergehenden Nummern enthaltenen Ausführungen der 
in No. 2 und 4 entwickelten Methode beruhten auf der Anwendung eines 
solchen Integrales M = (ve,e,...e,„)"' der Differentialgleichung des integrirenden 
dlogM 

dx 


x = a in endlicher Ordnung unendlich ist. Es ist nun zunächst die allgemeine 


Factors, bei welchem in der Umgebung von 2 =a einwerthig und für 


Form von M und von den Grössen e in der Umgebung von 2=a zu be- 
trachten. Eine Differentialgleichung der Form /1.) in No. 1 hat immer ein In- 
tegral (2—a)’g(x), wo g(x) in der Umgebung von c=a einwerthig und abgesehen 
von dem Punkt z=a stetig ist. Hierbei ist, wenn (x) in der Entwickelung un- 


—i 


endlich viele Potenzen von (c—a)” enthält, die Möglichkeit zu berücksichtigen, 


y» 


dass diese Function in unbegrenzt vielen Punkten, auf die man trilfi, wenn man 





ENT er 
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sich dem Punkte # fortwährend nähert, Null werden könnte. Alsdann wird 


a in der Umgebung von 2 =a zwar einwerthig, aber nicht in dem ge- 
( ZI) . > 

wöhnlichen Sinne, dass diese Function in einem endlichen Bereiche um den 
Punkt a abgesehen von diesem Punkte auch stetig bleibt; sie wird vielmehr 
in den unendlich vielen Punkten, wo g(x) Null wird, unendlich. Wenn ein 
Integral MN = (2 —a)'y(x) der Dillerentialgleichung des integrirenden Factors 


i dloeM . RR ’ ' 
diese Beschaffenheit hat, so wird - Ze unzählie vielen Punkten in der 
dE E7 


Umgebung von 2 = a unendlich und die Coefficienten /, der ersten Integral- 
sleichung (No. 2, (10.)) verhalten sich ebenso. 

Unter Berücksichtigung dieser das Integral (c—-a)'yp(r) der Difierential- 
gleichung (1.) der No. 1 betreffenden Bemerkung kann man die m linearunab- 
hängigen Integrale dieser Differentialgleichung in der Umgebung von z=a 


immer unter der Form 


1.) Yı =, = cıfe: Bi rn vfdr d2.. fe. da 


aufstellen, wo jede der Grössen » die Gestalt (r—a)’y(x) hat, g(r) in der 
Umgebung von ze =a einwerthig ist, aber, allgemein genommen, die Form 
eines Quolienten erhält, dessen Zähler und Nenner in dem Kreise, in dem die 
Coefficienten p der Differentialgleichung gegeben sind, einwerthig und abge- 
sehen vom Punkte a stetig bleiben. Die Differentialgleichung (1.) in No. 1 hat 
nämlich zunächst ein Integral y=e,= (z—-a)" y(x). wo (x) in der Umgebung 
von z=a einwertbig und abgesehen vom Punkte z=a stelig ist. Führt man 


dieses als y, in ein beliebiges System von m linearunabhängigen Integralen y, bis 
y„ ein und reducirt alsdann durch die Substitution yıfzdı, wodurch man die 


Gleichung (4.) in No. I erhält, so nehmen deren Coefficienten g die Form 


des vorhin angegebenen Quotienten an. Diese Dilferentialgleichung hat dann 
d y, d y , ß N 5 
zu Integralen — =, ... — 2. Waren die Wurzeln der Fundamental- 
dx y, de y, 


sleichung der ursprünglichen Differentialgleichung w, bis w, (vgl. No. 1), und 





lor 2 e Rn“ . & 
ei, u „ so hat die mit Hülfe der angegebenen Integrale gebildete Fun- 
. pm . pw . . , (), ( 
damentalgleichung für die Differentialgleichung des 3 zu Wurzeln —,... s 
a r 7) WW) 
\ i 


und sie ist unabhängig von der Wahl irgend eines Systemes von m—1 linear- 
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unabhängigen Integralen, welche aus den vorigen linear mit constanten Coefli- 


cienten zusammengesetzt ind. Man kann nun vermittelst der anrerebenen 
m—1 linearunabhängigen Integrale für z ein Inteeral vr, bilden von der 


(), 


Form (r—a TE; We 5 —, und (f die Form des oben angeg 
„70 


} ın 
ein ll 


ieil 


Quotienten hat. Führt man dieses Integral alsdann in das System der m — | 
linearunabhängigen Integrale der letzteren Differentialgleichung ein und redu- 
cirt in derselben Weise weiter. so stellt man successive die Grössen e alle 
unter der angegebenen Gestalt dar. Die Einwerthigkeit der Grössen y und yq 


in der Umsebung von rzr=a ist also. so lange keine weiteren \oraussetzung: 1 


e) 
über die Integrale gemacht werden. nicht in dem gewöhnlichen, sonst hier 
immer gebrauchten Sinne zu nehmen. dass darunter zugleich die Stei 
der Functionen in einem endlichen Bereiche um « abgesehen von diesem 


Punkte verstanden wird. während bei der Reduction durch die Substil 
r ” Is ® E . = I» a 7 ‚ I i 1 > 2. ey > 
y‚/zdx mittels eines regulären Integraies y, der Form r—a Ze, r—a 


die neuen Coefficienten 4 in der Umgebung von r=a in dem gewöhnlichen 
Sinne genommen einwerthig werden. Die vorhin angegebene Form der Inte 
wird angewandt, wenn man den allgemeinen Ausdruck einer Gruppe von 
). Integraien des Fundamentalsystems (No. 1. (3.,). die einer Gruppe v 

gleichen Wurzeln », der Fundamentalgleichung entsprechen, in der Weise 
ableitet. wie dies in No. 1 der Abhandlung Bd. 74 dieses Journals anzedeutet 
ist. Diese Herleitung soll hier vollständig durchgeführt werden. Es is 


auf die vorhin angegebene Weise die Gruppe der A Integrale zu bilden 


2.) 1, = (2-0), =0, p=0 [e.dr. Ir y,=v,/dxeo.. /e 


1 
l \ rn 
Wo k. - — log ww, Ist und Ps Cr, C;...C, alle IM der [ meebung \ 
; s’til i 


einwerthig sind und allgemein genommen die Form von (Quotienten er 
deren Zähler und Nenner in der Umgzebunz von a a einwerthie und abze- 
sehen vom Punkte a stetie sind. Nimmt man nun die Functionen @,,®,, ® 


in einem solehen Kreisrinzee mit dem Mittelpunkt a, innerhalb dessen sie alle 


einwerthie und stetige sind. so kann man jede durch N \ ' 
Potenzreihe ntwicke! -on denen die eine nach Potenzen von r mit posi- 
otenzreihen entwickeln. von denen die eine nach Potenzen ı mit posi 
tiven. die andere mit negativen ganzzahligen Exponenten fortschreitel, und diese 
alsdann inteeriren. Dadurch nehmen die Integrale die Form an (No. 1. 9 


) . as wer m 
Journal { I natik Bd. LAXV. H \ aY 
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a 
öE (wars, pullog(z-a)”" (a=1,....), 

wo die Funetionen y,, zunächst für den Kreisring einwerthig und stetig bleiben. 
Nun bestehen aber, wie man aus (2.) leicht zeigen kann, zwischen den Grössen 
(f., die linearen Relationen, dass y, (b=2,...a) sich linear mit constanten 
Coeflicienten durch die Grössen g ausdrücken lässt, deren erster Zeiger kleiner 
als a ist. Die Integrale y, bis y;, selzen sich um den Punkt x a herum 
stetig fort. Es bleibt nun zuerst g, innerhalb desjenigen Gebietes, in dem die 
Coefficienten p der Differentialgleichung einwerlhig und abgesehen von 2 = a 
steige sind. ebenfalls einwerthig und abgesehen von diesem Punkte stetig: 
daher ebenso %., hierauf g,,,. und dasselbe ergiebt sich suwecessive für alle 
Grössen g. 

Um jene linearen Relationen zwischen den Grössen %, die man für 
4, unmittelbar erkennt, aus (2.) herzuleiten, kann man entweder die Schluss- 
weise von a—1 auf » anwenden, oder auch aus den Ausdrücken (2.) zeigen. 
dass. wenn durch einen Umgang in dem Kreisringe um den Punkt a die 


Integrale in Yı. Y%, ... Y, übergehen, diese Functionen die Form annehmen: 
Yı= 9 Y, PR=Wafı Tr Y --- Hd fırWY;; 


wo die Grössen » Constanten sind (vgl. die Abhandlung des Herrn Fuchs, 


> 
> 
Bd. 68 dieses Journals S. 365). Man hat dann in diese Gleichungen die 


Ausdrücke (3.) einzusetzen und auf beiden Seiten die Coefficienten der gleich 


hohen Potenzen des Logarilhmus einander gleich zu stellen, wodurch man die 
Relationen erhält. Um diese Relationen durch den Schluss von »—1 auf n 
aus (2.) herzuleiten, seien dieselben für »—1 Integrale der Form (2.) bereits 


bewiesen: wir beweisen dieselben dann für das n»t®. wo fe.d« hinzutritt. 


[ 


Enthält fr.de keinen Logarithmus und setzt man re, fe.de an Stelle von 


“ 


®,_ı, so kommt man unmittelbar auf das Vorhergehende zurück. Tritt der 


Ausdruck elog(c—a) auf, wo ce eine Constante ist. so ist das Integral 


co, fdx B;. fr ‚loe(r-- ade mil of de Bi, fo, ‚de zu vergleichen. Wird 


« 


f*. ‚de = + g,log r—a), 


so wird 


/r. ‚log\r -a)dr !I+g,loe(r— a)+[log(x —a)!, 
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wo die Grössen / und p in dem Kreisringe einwerthie und stetig 


Untersuchung des Integrales o/dzo....fo, !dr kommt auf das 


zurück. Wenn man hier nun alleemein 


sind. 


201 





Die 


Frühere 


fr Pu -p,log r A ee Y ‚log re (A dr 1 u, UP\ıT (dd 
1 loo (I 
hat. so wird. wie durch die theilweise Integration sich sofort ereieht. 
; D,. pn 
fr Y logo zt-a)+ “ loe'r— a ou oe r—-a d.r 
rl) 7, 

r + ın,log 2-75 log r A ... 10g Ad . 
wo die Grössen y, y und r in dem Kreisringe einwerthig und stetig sind 
Indem man diese Formel successive anwendet. erhält man für das »'" Inte- 
oral schliesslich die zu beweisenden Relationen. Zugleich ergiebt sich aus 
(2.), dass die Function (r —a)sg,, in (3.) entweder Null oder bis auf einen 
constanten Factor y, ist. — Greht man auf das im Anfange dieser Numme:ı 


1 


(resagte zurück, so ist also in den bisherigen Untersuchungen jedesmal ein 


solches Integral M = (r,v,...v,)"' der Differentialgleichung des integ 

. diogNM . 

Factors zur Anwendung gekommen. bei welchem - ’ in der Umge 
Eye AT 


z—=.a einwerthig und für r=a in endlicher Ordnung unendlich war 


wiefern dies allgemeiner bei der Ermittelung der regulären Integrale 


findet, bleibt nun noch weiter zu untersuchen. 


Berlin. Juni 1872. 








rırenden 


‚unge von 


> 4 _ 
i 
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Ueber diejenigen Fälle, in welchen die Gaussische 
hypergeometrische Reihe eine algebraische Kunetion 
Ihres vierten Klementes darstellt. 

Nebst zwei Figurentafeln. 


(Von Herrn H. A. Schwarz in Zürich.) 


Die nachfolgende bhandlung beschäftigt sich mit der Aufgabe: 
Alle Fälle zu ermitteln, in denen der linearen Differentialgleichung 
zweiter Ordnung 
dy , 7—-(ea+P+Nz dy @ 


R. Sera BE ee 0. 
de’ z(1—x) de z(l1—xz\ ” 


A. 


von welcher die Gaussische hypergeometrische Reihe Fe, ?,y, x. als Function 
ihres vierten Elementes betrachiet, ein parliculäres Integral ist, durch eine 
algebraische Function von x genügt werden kann. 

Die Einleitung der Gaussischen Abhandlung ..Disquisitiones generales 

circa seriem infinitam‘“ enthält die Angabe einiger Fälle. in denen für specielle 
Werthe von «, 5, y die Function F(e, ?,y,x) eine algebraische Function 
von x ist. (Werke Bd. Ill., pag. 127, Formel L--V.) 
Eine Programm-Abhandlung des Herrn Kummer, Österprogramm 1934 
des Gymnasiums zu Liegnilz: „De generali quadam aequatione dilferentiali 
tertii ordinis“ enthält die Entwickelung einer Methode. hypergeometrische 
Reihen mit einander zu vergleichen, deren letzte Elemente durch eine gewisse 
Differentialgleichung dritter Ordnung von einander abhängen. Die Bedeutung 
dieser in mehr als einer Hinsicht bemerkenswerthen Differentialgleichung für die 
allgemeine Theorie der hypergeometrischen Reihe ist bekannt. Ein speecieller 
Fall dieser Differentialgleichung. zu welchem eine von dem Grundgedanken 
jener Methode etwas verschiedene Gedankenverbindung führt, ist für die Lö- 
sung des hier aufgestellten Problems von wesentlichem Einllusse. 

Die erwähnte Gaussische Abhandlung. die kKummersche Abhandlung: 
„Ueber die hypergeometrische Reihe‘, Bd. 15 dieses Journals. die Abhandlung 
Itiemanns: „Beiträge zur Theorie der durch die Gaussische Reihe Fe, ?.y.x 
darstellbaren Funetionen“* (Abhandlungen der Königl. Gesellschaft der Wissen- 


schaften zu Götlingen, Bd. 7) und die nachgelassene Abhandlung von (Gauss 


(Werke Bd. Ill, pag. 207) bieten verschiedene Mittel dar, um eine grössere 
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Anzahl specieller Fälle aufzufinden. in denen Fe, ?,y, x) eine algebraische 
Function von x darstellt: es scheint sich jedoch auf dem Wege der Unter- 
suchung. der in diesen Abhandlungen eingeschlaeen ist. eine allveemeine Me- 
thode. nach welcher sämmtliche Fälle dieser Art ermittelt werden könnten. 
nicht zu ergeben. 

Es sind bei der in Rede stehenden Aufgabe zwei Fälle von einander 
zu unterscheiden: Erstens: Die Diilerentialgleichung (A. besitzt ein parti- 


! 
| 


culäres Inteoral. welches eine algebraische Function von x ist: diese alse- 


braische Function ist jedoch eine solche. dass sie selbst. oder dass ihre lo- 


carithmische Ableitung eine rationale Function von x ist. In diesem Falle 
ist der Quotient je zweier verschiedenen Zweige dieser algebraischen Function 
eine von 7 unabhäneise. also constanle (srüsse. und es lolet daner aus der 
u . 1 1 . 1 ı® 1 i ] . j , 
Existenz eines solchen algebraischen particulären Intesrals nicht die Existenz 
noch eines zweiten. von dem ersten linear unabhängisen alsehraischen Inte- 
orales der Differentialeleichung. 


Zweitens: Die Differentialgleichung besitzt zrei particuläre algebraische 


Intesrale. deren Quotient nicht eine Constante ist. Hierher gehört auch der 
Fall, dass ein particuläres algebraisches Integral der Differentialgleichung 


existirt. dessen logarithmische Ableitung nicht eine rationale Function ı 
ist. weil in diesem Falle auch jeder Zweig des algebraischen Integral: 
particuläres Integral der Differentialgleichung ist und es dann stets zwei s 
Zweige desselben giebt, deren Quotient nicht constant ist. 

Für jeden dieser beiden Fälle Is! die Methode der Untersuchune 
andere. Art. I. der nachfolgenden Abhandlung beschäftist sich mit dem erst: 
Falle. die übrigen Artikel mit Ausnahme von Artikel III. betreffen deı 
zweiten Fall. 

Der hauptsächliche Inhalt der Artikel I. bis VI. war Gegenstand einer 
im Aucust 1871 in der Sitzung der mathematischen Section der Schweize- 
rischen Naturforschenden Gesellschaft gemachten Mittheilung. welche im Aus- 
zuge in den Verhandlungen dieser Gesellschaft. Jahrgang 1S71. pag. 75 — 73 


veröffentlicht ist. 


Es wird vorauseesetzt. dass die Differentialeleichune der Gaussischen 
R il > M BEN pe läres aloel isch . I : u | ... ] i z. NN } 
reine Eın partıcu ares ATEDFAISC les niegral )eSIIZzI. GEeSsen \o2ATIInDMmISCHe 


Ableitung eine rationale Function von . ist. 
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Aus der allgemeinen Theorie der Integration linearer Differentialglei- 
chungen mit veränderlichen Coefficienten (man sehe die Abhandlung des 
Herrn Fuchs: „Zur Theorie der linearen Differentialeleichungen mit veränder- 
lichen Coefficienten“, dieses Journal Bd. 66, pag. 121) folgt, dass jedes In- 
tegral der Differentialgleichung (A.) für alle Werthe von x, mit Ausnahme 
der Werthe r=0, 2e=1 und r= x, den Charakter einer ganzen Function 


besitzt, und dass ferner, wenn convergente Reihen von der Form 
1/ 4,8 KETTE A ı er 
ai +00 +02 ++), (— (14 — 1]! -) 1—z)(1-+c,(1—r2)+c,(1--2)’+--) 
iur T X a \ u 


parliculäre Integrale dieser Differentialgleichung sind, die Exponenten 
a. b. C 
beziehlich nur die Werthe 


1 


0 oder 1—y, «a oder 5, 0 oder y-a— 


> 
haben können. 


Wenn daher die Differentialgleichung (A.) ein particuläres algebraisches 
Integral y, besitzt, dessen logarithmische Ableitung eine rationale Funclion 
von x ist, so muss dasselbe die Form haben 

yı = »(1-a) gl), 


wo a und c rationale Zahlen sind und y(x) eine ganze Function von = ist. 
Denn es ergiebt sich, dass bei richtiger Bestimmung von a und c das Product 

2. 1—-x2)".y, 
für alle endlichen Werthe von x den Charakter einer ganzen Function be- 
sitzt; da dieses Product eine algebraische Function von x ist, so ist dasselbe 
eine ganze Function dieser Variablen. 

Der Einfachheit wegen möge b=« gesetzt werden. Da es stets 
möglich ist, den Fall b= ? durch Vertauschung von « und ‚> auf den vorigen 
Fall zurückzuführen, so geschieht durch die Festsetzung b = « der Allgemein- 
heit der Untersuchung kein Abbruch. 


Wird der Grad der ganzen Funetion gr) mit » bezeichnet. so ist 





b=@=—(atc4n) und es entsteht folgende Tabelle: 
| a c b=a P Y 
) v ( n ) y 
2 0 yv—a—ß Nn—c n-4- } 
3 1—yr 0 n—u ) I—a 





4 1—y yv—a—P n— 1—C n 1 l—ua 
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Es soll nun gezeigt werden. dass wirklich in jedem der vier durch diese 
Tabelle charakterisirten Fälle die Differentialgleichung (A., ein partieuläres In- 


teoral besitzt. dessen logarithmische Ableitung eine rationale Function von r is! 


|’. Wenn y nicht eine zwischen 0 und » liegende sanze nerative 
Zahl ist (0 inel.. 7 excl.). so ist File. IV I f #, 1,7; eine alee- 


braische und zwar eine ganze Function von ır vom Grade n 


I’. Wenn dasesen 7 I—-n. wo »n eine seanze Za bedeutet. für 
welche | n RB. und es ist nich! zug) T h auch > eını vanze ne salıvye 
Zahl, 5 »„. mil der Bedinzeung 0 n n. so verlieı e Bezeichnung 
f 0,[9.Y r ihren Sinn: dasesven stellt in diesem Fallk verg dıe Abhand- 


rj y 


lung des llerrn hKummer . dieses Journal Bd. 19. Formel 3 der 


nae. 92) das Integral 

1 ’ * Mi | Mm r £ r P 

ze T7F(o 43.9 / Me ww u n—n. u. 
3 # # 
Ä e 2 
eine alvebraische und zwar eine sanze Function voı 
’ 1 . r r . 1 1 . 1 11 . < 
jedoch die Zahl a nicht gleich Null. sondern gleich erg 
4 n 1 * | * ”„ | 1 "y 

I. Wenn wie bisher die Zahlen ». ». » svanze Zahle: 7 
und es ist eleichzeitie 

0: pP Y | —nN. l it n> > BB. U 7 


# 
so stellt sowohl der unter 1°. als auch der unter 1’. anrerebene A 
ein algebraisches Integral der Differentialgleichung A.) dar. und zw 
ganze Junctionen von zz von den (ır 


diese beiden Inteerale als 


» von einander linear unabhängig. 


Bemerkune: Der unter 1. angegebene Fall zw: 0 
aufsteirenden Potenzen von x entwickelbaren particeulären Integrale der Dife- 


rentialgleichung ‘A.). welche sich nicht durch einen constanten F 
einander unterscheiden. scheint im Widerspruch mit einem Satz: s 
Kummer über solche Integrale zu stehen. der a. a. 0. auf pag. Te 
geben ist: 

„Wenn man mehrere Integrale der Gleichung A .W x 
nach eanzen aufsteisenden Potenzen von .r entwickeln lassen. so kön: s 
dieselben nur durch constante Factoren unterscheiden.” Dieser Wider: 
ist jedoch nur scheinbar. denn jener Satz ist nur unter der \oranssetzung 
hergeleitet. dass die drei Elemente «, 9, ; ganz beliebig s 


in der That nur dann eine Ausnahme. wenn > eine negalive ganze Z st, 





und unter dieser Voraussetzune auch nur dann. wenn der Wer (0 
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die Differentialgleichung ein „ausserwesentlich singulärer* Werth ist. Die 
Herleitung der Bedingung für das Eintreten dieses Falles findet man in Art. I 
und Art. VI. 

2°. Wenn y nicht eine ganze negative Zahl 1—»' ist, für welche 
In" —=n, so stellt, vorausgeselzt, dass die Zahl y„-a@—- 5 =c eine ralio- 


nale Zahl ist, das Integral 


[2.] u (1 — 2 PRFi u 8 —/), Y.x) (1—-rYF(n +7 + c. N, Y, &) 


eine algebraische Funelion von :r dar. 


2’, Wenn dagegen y=1-—n»', wo 12.» = n, und es ist nicht gleich- 
zeitig n4-c eine ganze Zahl »”, welche der Bedingung 0=_.n’<Zw' genügt, so 
verliert der vorstehende Ausdruck seine Bedeutung. In diesem Falle stellt. wieder 
unter der Voraussetzung, dass y—a—jc eine rationale Zahl ist, das Integral 


27 (1 —- zT Fi1-—o,1 —D,4 —7,%) 
Eau DEE 


’ 


= 2" (1—- ze)" Fi+n+0,—n+n,1-+n, x) 


eine algebraische Function von .r dar. (Vergl. 4“.) 

2°. Wenn aber „=1-—n», während 1= »" —n und gleichzeitig 
n+c=n", wo »” eine der Bedingung 0 =-»" <_n» genügende ganze Zahl 
bedeutet, so stellt der unter 2°. und der unter 2°. angegebene Ausdruck 
eine algebraische Funclion von x dar. Man sehe die Bemerkung zu 1‘. 

3°. Wenn y 
ist, wo »’' der Bedingung 1%’ — » genügt, und wenn a eine ralionale Zahl 


—1-—a nicht einer ganzen positiven Zahl 1-+»' gleich 


bedeutet, so stellt das Integral 


[3] 27 Fla-y+1,ß-y+1,2—y,2) = @F(—n, ß+a,1-+a, z) 


eine algebraische Function von x dar. 


3°. Wenn dagegen y=1-+4w', a ", 1 nn, und es ist nich! 


gleichzeitig %—nr' gleich Null oder gleich einer negativen ganzen Zahl —n. 
wo 0 » <<», so verliert der vorstehende Ausdruck seine Bedeutung. 


dagegen stellt in diesem Falle Fe, 2,7,2)= F—-n+n,p,1-+n,.r) eine 


Er | 
algebraische und zwar eine ganze Function von x dar. (Vergl. 1°.) 


3°. Wenn aber gleichzeitig „=1-+n', a=-n, 1=n" Zn, P-"=—n, 


j 


0 n" <n (also On" << mn), so stellt der unter 3°. und der unter 


« 


3°. angegebene Ausdruck eine algebraische Funclion von .r dar. Es ergeben 


*) Die in || beigesetzten Zahlen bezeichnen die Nummer der betreflenden Formel 
in der Tabelle des Herrn Kummer, dieses Journal Bd. 15 pag. 52 und 5. 
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sich daher in diesem Falle die beiden particulären algebraischen Integrale 


2" F(—n,—n”,1—n', x und F(—n+n. n"—n".i+n.x 


4°. Wenn 7 nicht eine positive ganze Zahl ist. für welche, wenn 


= 1+n, a=—n' gesetzt wird. die Bedingung 1 n » erfüllt ist. 
so stellt 
4.1] 2" 7ll1-e)\7Fi1-o,1—-P,2 x = i1—-z2\ Fil4+Rn+tatc.—n.1-+a.3 


unter der Voraussetzung. dass a und c rationale Zahlen sind. eine alzebraische 


Funetion von .r dar. 


l’. Wenn dagesen a=—n», 1 n — n, so verliert der vorstehende 
Ausdruck seine Bedeutung. wenn nicht zugleich 1-»—n—+i u.a <H 


ist: wird von diesem Ausnahmefall absesehen. so stellt in diesem Falle 


.] = -ze)7 a ı >, 7 ,. Pi -- | z *F j RC. 7 ", | -N. 


/ j / 


Löw 


wenn c eine rationale Zahl ist. eine algebraische Function von x dar. (Vergl. 2 
4°. Wenn endlich gleichzeitig a „, 1an Zn, IH nn +H=—n 
0—n’< un, so stellt der unter 4°. und der unter 4°. angegebene Ausdruck 
eine algebraische Function von .r dar. 
Hiermit sind alle Fälle erledigt, in denen die Differentialgleichung "A 
ein algebraisches particuläres Integral besitzt. dessen logarithmische Ableitung 


eine rationale Function von .r ist. 


II. 
Es werde nun vorausgesetzt. die vorgelegte Differentialgleichung A. 
habe zwei particuläre algebraische Integrale. deren Quotient nicht constant is 
In diesem Falle ist jedes particuläre Integral der Differentialgleichung 
eine algebraische Function von x: also ist auch der Quotient je zweier Par- 
ticularlösungen eine algebraische Function von .. 
Nun gelten folgende Sätze: 
m 
d’y dy 


— —— D* - ıl. 
dx’ dx ! 


eine lineare Diiferentialgleichung zweiter Ordnung und sind y, und y, zwei 


- 


linear unabhängige particuläre Integrale derselben, so ist, wie Abe/ gezeigt hat. 


. dy dd » v f 
U. pro = Le‘ 
(i.T (N 
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(Abel: Oeuvres T. 1., pag. 93. Dieses Journal Bd. 2, pag. 22—25.) Da in 
dem speciellen Falle der Differentialgleichung (A. 





ee. et 
z(l— x) x l—ıx 
ist, so ergiebt sich 
dy dy r 
‘D.) UM, en 2 Eu yaa-pßp ei 
| I2' de N de 
(Gauss Werke Ill., pag. 222. — Kummer: dieses Journal Bd. 15. pag. 62. — 
Riemanns Abhdlg. Art. IV. 
Wird nun vorausgeselzt, dass y, und 9, algebraische Functionen sind. 


folgt hieraus ng r.. die Zahlen y und «+ reelle und zwar ra- 
tionale Zahlen sein müssen. 

Aus den Formeln 9 und 10 der mehrfach erwähnten Kammerschen 
Tabelle ist der Schluss zu ziehen „ dass die Zahlen « und 7 einzeln rational 
sein müssen. 

Damit das allgemeine Integral der Differentialgleichung der hyper- 
geometrischen Reihe ‚eine algebraische Function von x sei, ist nothwendig, dass 
die drei Zahlen ae, 5 und y reelle und zwar rationale Zahlen seien. 


Diese Voraussetzung wird für die Folge in diesem Artikel gemacht. 
2. Wenn y, und 9, algebraische Funclionen von x sind. so ist auch 


l r F . 
FI eine algebraische Funclion von . 


J? 
Herr Heine machte mich darauf aufmerksam, dass dieser Satz auch 
eine Umkehrung gestattet. 
Wenn der Quotient zweier Particularlösungen y, und y, einer linearen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung 
d’ Y dy 
+, +94 = 9 


dx’ 


ohne constant zu sein, eine algebraische Function von x ist, und es ist gleich- 


—/pdx 


zeitig e eine algebraische Function von x, so ist das allgemeine Integral 


der Differentialgleichung ebenfalls eine algebraische Function von x. 


j : i ö Y ; ; 
Beweis: Nach der Voraussetzung ist nn : f(x) eine algebraische 


Function von x. also ist auch 


R dy, dy, ) 
Fr )=f . Wo: de 91 =; y; 











Un 
a 
nr 
m 
u 
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eine algebraische Function von x; hieraus folgt mit Hülfe der Formel (C 


B. . 

B. VE (2) © 
oder mit anderen Worten: es ist , und somit auch y, = f(x):y, eine alge- 
braische Function von x, also auch das allgemeine Integral Ay, By,. wie 
der obige Lehrsatz aussagt. - 

Es soll nun für den Owotienten zweier Particularlösungen y, und y, 
der linearen Differentialgleichung (B.) eine Differentialgleichung hergeleitet 
werden. 

Man setze. wenn Ü,y,+Ü,y, und C,;y,—+ 0,9, zwei Particularlösungen 


bezeichnen, deren Quotient nicht constant ist. 


6,94 EG 
b) - . = 
{ ’ { , 


Dieser Ausdruck enthält drei von einander unabhäneiee Constanten: die Dilfe- 
rentialgleichung. welcher der Quotient s genügt. und für welche diese Con- 
stanten Integrationsconstanten sind. muss also von der dritten Ordnung sein: 
und zwar kann diese Differentialgleichung entweder dadurch erhalten werden. 
dass die Verhältnisse C,:C,:C,:C, durch wiederholte Differentiation eliminir! 
werden, oder dadurch. dass 9,=s-y, gesetzt wird. und dass dann mit Hülfe 
von (B.) die particulären Integrale y, und „, eliminirt werden. 


Es ist 








d’y, d’y, ‚ods dy, , d’s 
in 8:-— —— TS — : — ı—- 7, 
dx dı de dx de’ 
dıj dn ds 
Je = y )— +, 
f dx ! dx I dx Yı 
ur ge ee 
„) ds (di) Us IS 
6: 2 — A+y(——+p 
de dx "\da' d 
d’s dy, 
„de dr WR. | " g | 0 
i. - — _. ı in = !}- 00\- —100 4,5 =V. 
> ds 7 >] 2 dx / r dr -M2 > 


dx 
Durch fortgesetzte Dilferentiation ergiebt sich 


d Y, / dy, 
‚ d | fds\ a > dx / ‚ap 
. ig 3 VO 0 Pr = - ei ee > 2 ü 
: dx’ ” \dx/ y“  dz 
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und bei Elimination von y, 





u 
ei I. D- : ' ./f } 
m. | da a N er ‚dp ( 
i. -]o0 Em LE: 
. © dx ) Y' De: ). 
MM. ds ex d u eo dp 
= dx’ log dx | dx logyı ra»Pp)TıP 173 dr v, 
d’ ds fd ds\" dp 
es Sue z - ( \ e ı . 
dx‘ log dr 2 \dz log dx! ° 1 2 P dx 


In dieser Gleichung, welche y, nicht mehr enthält. möge der Ausdruck auf 
der linken Seite mit %(s,.r), der Ausdruck auf der rechten Seite mit F (x, 


bezeichnet werden. dann ist 


„ds d’s „/ds 





we — tt — > rer 
i $ dx dx’ dc’ / i dp 
F. Fia,2)=— .« — = 29—Ip- ; Fa 
al \ 4 
\dxe/ 


Diese Differentialgleichung ist ein specieller Fall derjenigen. welche Herr 


Kummer in der oben erwähnten Programmabhandlung betrachtet: 





d’z (dz \ dz’ 
En ME RT 1... 
dz de dadz/ de’; 
Man hat nämlich zu setzen: 
x =ı4 
ww. 
Z=V%. 
“ In 
MO, > A Wr DM 
X 2, tP 44 
Im vorliegenden Falle ist 
ad y— (a+d-+1)a v.y-la+d—-1 
( _— ) en Ze , 
/ z(1—xz F z(1 n x 1 t 
dp _ 2 v— (a+d-+1 
dx x & t ? 
s dp 
F (x) 2: in’ — 
ö \ \ ! 24 dx 
(1.), \ . \9 2 , 
1 A er | \Y a fe) E & | 7 re“ Pe j = San 9) 1 
2x’ 2(1—x)' 2r(li—r 





(Hinsichtlich der Function #(s, «) vergl. dieses Journal Bd. TO pag. 116 





Er J; ır (ırz Sur Theor Ir de; hypergs drm4 /rı { 4 7 RR}, fd 01 


nebst der Verbesserung Bd. 71 pag IV: Monatsberichte der Berliner Akademie 
1870 pag. 767. sowie die von derselben Akademie herausgerebene Abhand- 


une des Verfassers: „Bestimmung einer speciellen liniımallläche*- pag 10 


II] 
Die Differentialeleichung /F. des Art. IL. in welcher für die Funetion 
F/r) der gefundene Werth (siehe die Gleichung 'G. ' einzusetzen ist. sei nun 
unter der Voraussetzune. dass die drei Grössen e. 7. » reelle Werthe haben. 
zur Integration vorgelegt. (Vergel. „Bestimmung einer speciellen \ nalfläche.* 
pag. 17-— 21 
Wenn die drei Quadrate 
I— vr), a—f 
der Reihe nach mit 
r. Ta 


bezeichnet werden. so geht die angeführte Differentialzleichung 


H. Pl(s.x 
enthält also nur die Quadrate der Grössen 3, u, ı Um etwas Be: 
festzusetzen. möge angenommen werden. dass die Zahlen 3. 
unter der angegebenen Voraussetzung reell sind. die positiren Wi 
(Juadratwurzeln aus #4, u, »° bezeichnen. 
Zur allgemeinen Integration dieser Differentialgleichung genüz‘ 
Auffindung eines particulären Integrales. da. wenn s ein particuläres In- 


. 


q, 
r 


fl 


Q 


tegral ist. s: ebenfalls ein Integral der Differentialgl: 0 


4 


c 


welches die hinreichende Anzahl willkürlicher Constanten enthäl! 
Für das Argument vr sind die Werthe 0, x. 1 die einzigen singulär 
Wird statt der Variablen .r eine rationale Function ersten Uirades ders 
2.576 


— 72 als neue unabhäneire Variable einreführt. so & d j ; 
‚2-76, ö A 


i 


Gleichung 
T 5. = . = N Rx 
Wird nun das allgemeine Integral der obigen Differentialgleichung kurz 


i N . . i 
S5(/ v’.Kk bezeichnet, so ereepen Sich Aus Ger Zuieizi angegeh 


(A, u 


“ 
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chung folgende Formeln: 
ll, 2,.9,2) =ell, 4,1, 2) vn s=z, 


:s(v, u,\, 2) für z=1-—r, 


u u 1 
— s(u.i.v.xz) fü = —. 
W Pr 
A | m 1 
sv. 2.u2) Mr se. 
< - u J 1 x 
Ha N für 232= - F 
k 2 5 ’ 
a ’ u r—1 
=-siu.r, 4,2) E e—., 
; 


im Einklange mit einem Satze FRiemanns betreffend die von ihm mit 


ganz 
Ph, u,v,.) bezeichnete Function. (Riemanns Abhdlg. Art. V.) 

In der That erweist sich die Function s(}, u,v,x) als der Quotient 
zweier linear unabhängigen Fliemannschen Bunsiiuuen Pu. 4,V,). 


Es sei nun x, ein nicht singulärer Werth des Argumentes und 


f „ \n—1 


F (=) a tale — au) + (dl, ı\d Ti, z 5 


die nach steigenden Potenzen von 2 — x, fortschreitende, für alle dem abso- 


nach hinreichend kleinen Werihe von x2— x, convergente 


luten Betrage 
Man setze, mit s’ ein particuläres Integral bezeichnend: 


Entwickelung von F (=). 


d ds’ —. _ 1 i 
ac -log ern 9 +b, (2 —-)+b(2- 0) +" +b,(2 —- "+. 
® 


wo die Coefficienten b und der Bereich der Convergenz noch zu bestimmen 


sind. Dann ist 


dr 2 aA | \ R 
—— u er re > N b\ | 2b, (z—ı,)t'.+n.b, T—Lu) en 
dx (C—7,) ; 
dr ) u. | \ N N ; De | 
——Iif= b+?2b (c—0)+..+n.b, (2-2) +“ 
dr 3 3 I\ ir Br R 
+25, - 2b, +++ 25, ee 
1(b,(2—-)+b(a- "+ +)" +) 
; \ f f \n—Il ı 
= ta (er —z2,)+°"- ra, 2 -%©) +°-. 


Wird der Coefficient von (2 —x,)”' in der Entwickelung von 


(b, (X — u) + b; (X er u) 7 Ben + b,_: (: — IL, nr 
welcher eine ganze Function von b,, b,. b,_, mit ganzen positiven Zahlen- 
b,_,) bezeichnet, so ergiebt sich aus der Ver- 


coefficienten ist, mit @(b,,. 
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gleichung der Glieder mit eleich hohen Potenzen von r-.r 


| 
J. b 7 (a, 7 (Gr ,)). 
N @ ‘ ” 2 
Es ist also der Coelficient b, eine ganze Function der Grössen @,. &ı= ... A,_, 


mit positiven rationalen Zahlencoefficienten und daher durch jene Grössen «a 
eindeutig bestimmt. Es handelt sich somit nur noch darum. zu beweisen. dass 
die Reihe für r, wenn in derselben die Coefficienten b auf die angegebene 
Weise bestimmt werden, für alle dem absoluten Betrage nach eine eewisse 
Grenze nicht überschreitenden Werthe von r—.r,, convergent ist 

Zu diesem Zwecke setze man zur Versleichune 


“r 


nr = ——- % (lc — x +9, (02-4 
LT - L 


INH 
wo ß,: 2( -- : es ist also 


A 2. R e Wr: c—ı, 
hierin bezeichne = eine positive, nachher näher zu bestimmende Grösse. Aus 


dieser Annahme ergiebt sich 


dr r | | 4 
e if — U, TrO,\T- 2 jp Me .. T Tr Ö 
dx . 
er u a | 
wo %,—=— ist, für alle anderen Coeflicienten aber die Gleichung gilt: 
/ | \n-1 
U, l ö BA) 5 Ht 1 


Gesetzt nun. es wäre in der obigen Gleichung «, = «,, so würde sich. wenn 


” > > % er 
b, nach der Formel (J.) berechnet wird, b, = /, : 2(-) ergeben, und dann 


würde die für r sich ergebende Reihe unbedingt convergiren, wenn |e—ıx,|<ZS. 
Wenn nun das Gesetz der Coelficienten «, ein anderes ist und nur voraus- 


gesetzt wird, dass die Reihe 


’s | 


auta(2—- 2) + tale) + 
für alle dem absoluten Betrage nach hinreichend kleinen Werthe von 2 —., 
convergirt, so wird es jedenfalls möglich sein, eine von Null verschiedene po- 
sitive Zahl & zu bestimmen, so dass der absolute Betrag [a,| von «a, für alle 
Werthe von » kleiner ist als «,. 
Wegen der vorausgeseizten Convergenz muss es einen von Null ver- 
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schiedenen Werth der Differenz 2—.x,, x,— x, geben, für welchen alle Glieder 
der Reihe einzeln dem absoluten Betrage nach kleiner sind als eine endliche 
Grösse g:; also 
la,).[m zu" < g. 

Man wähle nun S so klein, dass sowohl << [x,—.x,] als auch 4.56. 
Werden dann aber nach der Formel (J.) die Coeffieienten 5b, berechnet. so 
ergiebt sich für den absoluten Betrag von b, ein kleinerer Werth als /,. 
also convergirt die für r erhaltene Reihe sicher, wenn [x | <=. 

Dieser Beweis beruht auf denselben Prineipien der Vergleichung von 
Reihenentwickelungen, welche Herr Weierstrass seit einer Reihe von Jahren 
selegentlich der Begründung einiger Fundamentalsätze aus der Theorie der 
gewöhnlichen Differentialgleichungen in seinen Vorlesungen zu entwickeln 
pllegt, und auf denen der Beweis des in der Abhandlung desselben: „‚Ueber 
die Theorie der analytischen Facultäten,“* dieses Journal Bd. 51. pag. 43 aus- 
gesprochenen allgemeinen Lehrsatzes beruht. 

Aus der erhaltenen Reihe ergiebt sich durch Integration und Ueber- 
sang von den Logarithmen zu den Zahlen, bei angemessener Bestimmung der 
durch die Integration eingeführten Constanten 


ds’ ; 
108 7 = -2log (2 — z,)+ 4b, (2 — 2.) +1b,(2— ,) -+log(—1 
! 
de _-1 3 @-2)+1,@-2)’+-- 
da (—%,) 
EEE 
——+b,+b(2e—-2)+' 
1 LT, 
und durch nochmalige Integration 
Fr» ni | 
s —tb(2r-)+4b(e-n)-+--. 
C—% u 


0 
wo die Grössen b’ eanze Functionen der Coefficienten 5 mit rationalen Zahlen- 


coeflicienten sind und die Reihen sämmtlich unbedingt convergiren, wenn der 


absolute Betrag von ır — x, kleiner als S ist. 

Das auf diese Weise erhaltene parlieuläre Integral s’ der Differential- 
oleichung #(s,x) = Fir), welches für eine gewisse Umgebung des nich! 
sineulären Punktes .r = .r, erklärt ist, ist durch die Eigenschaft charakterisirt. 
dass dem Werthe x = .r, der Werth s= wo entspricht: da nun dieses Inte- 
oral in der Umgebung des Werthes x -.r, unverzweigt ist und bei der Annähe- 
rung von x» an den Werth x, ebenso unendlich wird, wie + Bi ‚ so ent- 


0 
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sprichty einem einmaligen Umlauf von x um den Werth x, ebenfalls ein 


einmaliger Umlauf des Werthes s um den Werth x. Wird also in der 
Umgebung des Werthes x = x, ein einfach zusammenhängender Bereich X 
abgegrenzt, welcher ganz im Innern des Bereiches [r— x] < S, liegt, und wird 
das Gebiet aller Werthe. welche das eben erklärte Funcetionenelement s’ für 
die Punkte von X annehmen kann. durch einen Theil S’ der Ebene s geome- 
trisch dargestellt, so liegt der unendlich ferne Punkt im Innern dieses eben- 
falls einfach zusammenhängenden Bereiches S’, und zwar ist dieser unendlich 
ferne Punkt ein einfacher Punkt der Fläche 8’. 

Aus dem parliculären Integrale s’ entsteht das allgemeine Integral 

2 u & Üs-+C re j 
durch die Gleichung s an Wird das den Punkten des Bereiches A 
entsprechende, die Werthe des Integrals s bei bestimmter Festsetzung der 
Werthe der Constanten € geometrisch darstellende Gebiet mit 5 bezeichnet. 
so ergiebt sich, dass die beiden Gebiete S und S$’ in der bekannten Be- 
ziehung der Möbiusschen Kreisverwandtschaft zu einander stehen. Der dem 
Punkte x, eindeutig entsprechende Punkt des Bereiches 5 ist also ein ein- 
facher Punkt desselben. Da nun der Punkt x, ein beliebiger nicht singulärer 
Punkt ist und der Bereich A bis an die singulären Punkte beliebig ausgedehnt 
werden kann, so ergiebt sich folgender Satz: Wenn in der Ebene des Ar- 
qumenles x irgend ein einfach zusammenhängender, keinen der singularen 
Punkte in seinem Innern enthaltender Bereich X abgegrenzt wird, so entspricht 
demselben vermittelst eines particulären Integrales der Differentialgleichung 
Pis)=Fir) ein ebenfalls einfach zusammenhängender Bereich S, welcher den 
unendlich fernen Punkt einmal oder mehrmals in seinem Innern enthalten kann, 
dessen Inneres aber keinen Windungspunkt enthält. 

Ist insbesondere der Werth :r, ein nicht singulärer reeller Werth und 
haben die in der Differentialeleichunge vorkommenden Grössen A, u, v 
reelle Werthe,. wie vorausgesetzt wurde, so entsprechen bei dem particulären 
Integrale s den reellen dem Punkte x = .r, benachbarten Werthen von , da 
sämmtliche Grössen 5b’ reelle Werthe haben. reelle Werthe von s’. In der 
Fläche S’ entspricht also der den Punkt ., enthaltenden Strecke der reellen 
Axe der Ebene x eine gerade Linie und in der Fläche S dem entsprechend, 
allgemein zu reden, ein hreisbogen. 

Es ist nun das Verhalten eines partieulären Integrales der Diiferential- 
gleichung in der Nähe eines singnlären Werthes des Argumentes näher zu 
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untersuchen. Den obigen Formeln zufolge genügt es, diese Untersuchung für 
den singulären Werth 2 —=0 durchzuführen 
Es sei 


I’ 8. | 
14 4 +mc+-+a,c""+.-- 


Fi) ze umge 
Fe) 22° x 


die nach Potenzen von x fortschreitende Entwickelung, welche für [2] = &, 
unbedingt convergirt. Man setze, mit s’ wieder ein partliculäres Integral be- 








zeichnend. 
ds’ 1-+4 
© jog =r=—-——+b,+b,.c+b,r- +b,a0" +, 
. r- ie rb, +b,c+br’-+-- „er, 
so ist 
dr 1+4 
— = —-+b-+?2br+- +nb,a""'+.-. 
dr = r il ug 2 r n 4 
und 
dr Y NR. +4)b aN\/ . BE | 
1 4 u I f I \ / Pr | n 
—— Ir — -+(1+4)(b,+ bzc+--+ be 2 
dr > = = \ r#,\(0,7 ? | j + 
+- b,-+2b,0-+:-- -| nb,a""" ++.) 
—3(b+ 5,e+--+b,_12"" +). 
Hieraus folgt 
m PR  : 
Be b.: ut 5 W.. 
vor 58 TE | 


allgemein, wenn @(b,, bis... b,_,) den Coefficienten von x"! in der Entwicke- 
lung von (b),+b,2-++--+b,_,x2”""')’ nach Potenzen von r bezeichnet, welcher 
eine ganze Function der Grössen bu. bi. ... b,_, mit positiven Zahlencoefhi- 


cienten ist, 
2 x 1 N v/ \ 
(K.) b, 2a en : u - -(a,-+ 1G (by. b.. ... b,-1))- 


n +14 b 
Es ist demnach 5b, eine ganze Function von @,. ... a, mit positiven Zahlen- 
coefficienten. 
Die Convergenz ergiebt sich aus der Vergleichung mit der Reihe 








1-4 | | 2, ER 
Fe pP +, tft Er HP" her, 
> 1 4 | 2 * “ 
wenn ,=?2(—) „also r ar a ae ae gesetzt wird. Dann ergiebt 
. De -Z 
sich nämlich 
dr ‘ 1, 
Fe TEN | ! n—1l ı 
— Ir = 0, +mxX +q,X .... 
> 2 zT +0+ +++ 






ae“ 
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Aus der Annahme. dass die Reihe 


d 


e + +mRE2+.-+a,2"- 


für [=] = 5, eonvergirt, folgt, es giebt einen positiven Werth g, so dass für 
alle Werthe von » [a,|.55" <Zg. Man wähle nun S so klein, dass sowohl 
5<5,, als auch 95,5 <2(1+4); dann ist [b,] < ?,, also convergirt die er- 
haltene Reihe sicher für alle Werthe von x, für welche [x] < £. 

Durch Integration und Uebergang von den Logarithmen zu den Zahlen 
ergiebt sich bei geeigneter Verfügung über die durch die Integration einge- 
führten Constanten 


lee) dr Dr 


n ds’ 2 Zr .: ’ 
[r.da = log-— = logC— (1+4)legee+b,c+4b,2+1b,2° ++ -, 


ds’ 


Y —(1+4) hx 5.x9..3, 5 
—,—, , i (.a - a > 


dx 


— Ce! +b,c+b 2 u. 


wo die Grössen 5b’ ganze Funclionen der Grössen b mit positiven Zahlen- 
coefficienten sind und die in Klammern stehende Reihe sicher convereirt. 
sobald [x] <S. Hieraus folgt durch Integration, wenn 4 weder gleich Null 


noch einer ganzen Zahl gleich ist, 


; fi bx b,x” 
s' il at IE —— RR! + 
AR 1 — / DD . 4 


oder, wenn — er mit o bezeichnet wird, 
(L.) o= z’i+b, c+b 2°+..)+0". 


Wenn hingegen 4 gleich O oder einer ganzen Zahl m gleich ist, so kommt in der 
N ' b 


4 . ds . Y “ m D . 
Entwickelung von gg, em Glied — vor, welches bei der Integration b,,loe .r 
F dc c “ 
ergiebt, so dass in diesem Falle ein partieuläres Integral von der Form 


> 


(L*,) o= z"(i1+bc+b,r’+-- 


vr 


in inf.)+ BD, log. + ( 
erhalten wird. Die Coefficienten 5’, von denen nur 5b, unbestimmt bleibt, 
sind ganze Funclionen der Grössen a. 


Der Factor DB, ist, wenn m von Null verschieden ist, eine ganze Function 


von @,, Ay»... A„_,. Zur Berechnung desselben kann folgende Methode dienen. 
Mi E i u m— 1 
Wird in der Differentialgleichung (B.) p = — —— gesetzt und gq aus 


An 
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der Bedingung 


„dp 


29-2 = Fin) 


bestimmt, aus welcher sich 


I — m’ 


1 Ä | [ | Eu \ 
.>y. F (2) — 2: u; are rt) 
ergiebt, so sind, wie aus der Formel (E.) des Art. Il. folgt, 


m—1 ’ 
u. ( EUR... und ı sa 
? me ZE j bs ze. m Ben U» =S$S. 

I m dx I: Yı 


zwei Integrale dieser Differentialgleichung, welche nun in der Form 


f ‘ z dı ' r f 2 m | \ 
M.) 2x ——3 —,. mM — 1) (4,7 d, Erd; + ... Un, 7 e Sun Bi 0 


geschrieben werden möge. Wird sodann s= 0 gesetzt, wo o aus der Glei- 
chung (L*.) zu entnehmen ist, so hat das Integral y, in der Umgebung von 
x =0( den Charakter einer ganzen Function, während die für diesen Bereich 
geltende Entwickelung desselben die Form 

yı = (140240924) 


annimmt. Das Integral y, hingegen hat die Entwickelung: 


y = (l+b/c+b +.) (142 +092°+.)+B,loge.y+ C.y, 
oder 
p = 1+A2+A2° + +An ar + HA" 
+B,„logz.2" +2 +92 +-- 


+0, .Yı- 


Ohne dass der Allgemeinheit der Untersuchung Abbruch geschieht. kann 
nämlich angenommen werden, dass A, den Werth Null habe. da dieses 
durch geeignete Bestimmung von Ü, erreicht werden kann. Es giebt also 
sicher auch ein partieuläres Integral der Differentialgleichung (M.) von der 
Form 9— C,y,, und zwar können die Coefficienten A,, ÄA:, ... A,„_,ı und der 
Coefficient B,, da die Existenz der Entwickelung ausser Frage steht, nach 
der Methode der unbestimmten Coeffieienten berechnet werden. Hierbei 
ergeben sich, wenn bis zu den Gliedern mit der Potenz x=””" fortgeschritten 
wird — die Glieder, welche den Factor logx behalten, heben sich gegen 


einander fort — folgende Gleichungen: 
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0 = a,—2.1 (m—1)A,, 


0 = d, -- a,A1—2.2.(m—R)A;, 

0 — (4, + d, A, + a, A: —2.3.(m- -3)4;, 

0 an dn-2 | a„_3Äı ng G4„_4A2- 4.5 Bin? 2. M— l )» | A m-—] 9 

0 u dn-ı + a„_,Aı + Un- A, + Ün- ‚A; y + a,A, ı 71 2mB,,. 


Diese Gleichungen gestatten eine successive Auflösung. Man bezeichne mit 
a,, eine Grösse, deren beide Indices y und % unabhängig von einander alle 
Werthe 0, 1, 2, .... m—1 annehmen können, und setze 


Uop . Ü, h» 


wenn hg, 
= —2h(m—h), wenn h=yg-+1, 
v, wenn k>g-+1. 
Die aus den m’ Grössen «a,, gebildete Determinante bezeichne man nach dem 
Vorgange des Herrn Kronecker mit \a,,, so ergiebt sich 


a, —2.1.(m—-1) 0 2 0 0 
a, a, —2.2.(m—2) V 0 
I@;n| - I. | | | . j 
(8; h=0, 1, ..m—1) la,_; ur On, ..—2.(m—2).2 0 | 
On. 5 Bi .. 7 —2.(m 1).1 
a,. 0. 0. .. a, d, | 


Der Coefficient B,, hat also den Werth 


(N. } B Ballb ) Bas ee Geier. Mi ie © do} . 


m 2” m! (m—1)! ' 


Das Verschwinden von |a,,| ist die nothwendige und hinreichende Bedingung 
dafür, dass der betrachtete singuläre Punkt x = 0 nach der Bezeichnungsweise 
des Herrn Weierstrass ein ausserwesentlich singulärer Punkt sei. (Vergl. eine 
Abh. des Herrn Fuchs, dieses Journal Bd. 68. pag. 378.) 

Für m=1, 2, 3. 4  ergiebt sich 


a. = %, W+ra, a,+Sa,a,+16a,, 54 20a,a, + 96a,a,+ 36a, + 288a;. 


Wenn 4=0 ist, so ist der singuläre Punkt £=0 stets ein wesentlich sin- 
gulärer; wenn A=1 ist, ergiebt sich als nothwendige und hinreichende Be- 
dingung dafür, dass x = 0 ein ausserwesentlich singulärer Werth sei. 








310 Schwarz, zur Theorie der hypergeometrischen Reihe. 


a,=4(u+r)(u—v)=0. Ebenso findet man durch wirkliche Ausführung der 
Rechnung, wobei die Werthe der Coefficienten « mit Hülfe der Gleichung (H. 
zu bestimmen sind, für 4=2, 3,4 beziehlich die Bedingungen (Vergl. Art. VIl.): 


für ı=2: (u+r+1)(u+v-1)(u-vH1)(ur1)=0, 
„ A=3: (urv)(u-r)(urr+2)(u+v-2)(u-r+2)(u-r-2)=0, 


„ A=4: (uv+l)(urv-1)(u-r+1)(u-v-1)u4v43) (ur Vr-3)(u-v+3)(u-r7-3)=0. 


Weil in dem hier zu betrachtenden Falle reellen Werthen von x stets 
reelle Werthe von F(x) entsprechen, so haben sämmtliche Grössen «a, also 
auch die Grössen b und ce, sowie die Grösse B, ausschliesslich reelle 
Werthe; es entsprechen daher, wenn für positive Werthe von x der 
Potenz x“ ihr reeller Werth und in dem Falle, wo ein logarithmisches Glied 
vorkommt, dem Logarithmus für positive Werthe von x sein reeller Werth, 
der Constanten C” der Werth Null beigelegt wird, — kleinen reellen positiven 
Werthen von x ebenfalls reelle Werihe von 0; es beschreiben also, während 
x sich auf einem Theile der geradlinigen Strecke O...1 bewegt, die Integrale 
o und s’ ebenfalls gerade Linien. 

Beschreibt nun x um den Punkt x = 0 in posilivem Sinne einen Halb- 
kreis und werden dann der Variablen x nur negative Werthe 2 = —z bei- 
gelegt, so erhält x’ den Factor e”’", und es ist = e*"3” 1—-by2-++--). 
es beschreiben also o und s’ auch für »egative Werthe von x gerade Linien. 

Ist 4 gleich m und B,, nicht gleich Null, so wächst logr um ni, und 
es beschreibt # für kleine reelle negative Werthe von x wieder eine Gerade. 


welche der vorigen parallel ist und von derselben den Abstand BD, hat. 
Das particuläre Integral s: “ vermittelt die conforme Abbildung 


eines in der Umgebung des Punktes x 0 auf der positiven Seite der 
reellen Axe liegenden Theiles der Ebene x (Taf. I. Fig. 1%) auf einen Ge- 
bietstheil. dessen Begrenzung, allgemein zu reden, zwei Kreisbogen enthält. 
welche den beiden im Punkte 2 = 0 zusammentreffenden Strecken der reellen 
Axe der Ebene x entsprechen. (Taf. I. Fig. I” u. 1°). Die Tangenten 
dieser Kreisbogen schliessen mit einander den Winkel 47 ein, in dem Sinne. 
dass, wenn von dem Gebiete durch eine Kreislinie mit hinreichend kleinem 
Radius o ein in der Umgebung des Eckpunktes liegender Theil des Gebietes 


abgeschnitten wird, dieser abgeschnittene Theil entweder genau oder nähe- 


rungsweise die Gestalt eines Kreissectors mit dem Centriwinkel 47 besitzt. Ist 
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), gleich einer ganzen Zahl und 5,, nicht gleich Null, so berühren sich beide 
Kreisbogen; wenn 5, gleich Null ist, gehören die beiden Bogen demselben 
Kreise an; ist A weder gleich Null noch einer ganzen Zahl gleich, so 
schneiden sich die Kreise, denen diese Kreisbogen angehören, in zwei nicht 
zusammenfallenden Punkten. 

Hieraus ergiebt sich, da für die singulären Punkte = 1. 2 = x eine 
analoge Untersuchung zu dem analogen Ergebnisse führt. folgender Salz: 

Die auf der positiven Seite der reellen Axe der Ebene des Argu- 
mentes x liegende Halbebene E wird durch ein particuläres Integral der 


Differentialgleichung 


Pls,2) = Tut aa, 


wenn die drei Grössen ), u, v reelle Werthe haben, eonform abgebildet auf 
einen einfach zusammenhängenden, in seinem Innern keinen Windungspunkt 
enthaltenden Bereich S, dessen Begrenzung, allgemein zu reden, aus drei ein 
Dreieck bildenden Kreisbogen besteht. 

Die Winkel dieses Kreisbogendreiecks S, deren Scheitel den singulären 
Werthen 2=0. 2 =x und z=1 entsprechen, sind beziehlich Ar, un, var. 

Oder: Der Quotient zweier linear unabhängigen Particularlösungen der 
Differentialgleichung der hypergeometrischen Reihe vermittelt, wenn die Grössen 
a, P, y reelle Werthe haben, die conforme Abbildung einer Halbebene auf 


u 


ein Kreisbogendreieck mit den Winkeln \i—y|r, [e—p]a, y—-e—pP]n. 
Dieses Kreisbogendreieck enthält nach dem Vorhergehenden in seinem Innern 
keinen Windungspunkt:; nur die Ecken desselben können zugleich Windungs- 
punkte sein, wenn unter den Winkeln des Kreisbogendreiecks sich solche be- 
finden, die grösser als 27 sind. (Vergl. dieses Journal Bd. 70, pag. 117.) 
Anmerkung. Auch für den Fall, dass eine, zwei oder alle drei der 
reellen Grössen 4°, w, v’ negative Werthe haben, sind die verschiedenen 
Blätter des der Halbebene E entsprechenden Bereiches S, welche alsdann 
Theile der Ebene s unendlich oft bedecken. allgemein zu reden, von drei 
Kreisen begrenzt. während entsprechend eine. zwei oder drei der eigent- 


lichen Ecken des Kreisbogendreiecks verloren gehen. 
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IV. 

Die gegenseitige Lage der Kreise, denen die drei Seiten des Kreis- 
bogendreiecks S angehören, hängt offenbar von den Zahlen 7), u, v ab. Diese 
Abhängigkeit soll jetzt näher untersucht werden. Man denke sich einen der 
drei Kreisbogen ins Auge gefasst und die Kreislinie, welcher derselbe angehört. 
mit K, bezeichnet. Dieser Kreisbogen werde von einem Punkte beschrieben. 
der sich so in demselben bewegt, dass das Innere des Kreisbogendreiecks auf 
der linken Seite der Fortschreitungsrichtung liegt. Hierdurch ist eindeutig 
bestimmt eine einblättrige einfach zusammenhängende Fläche, welche von 
der Kreislinie X, vollständig begrenzt wird und welche ebenfalls auf der 
linken Seite jenes Kreisbogens liegt: dieselbe möge. gleichviel ob sie ganz 
im Endlichen liegt, oder den unendlich fernen Punkt in ihrem Innern enthält. 
mit (1) bezeichnet werden. Auf dieselbe Weise ergeben sich zwei andere 
Kreisflächen (2) und (3), welche von den Kreislinien X, und K, begrenzt werden. 

Es möge nun angenommen werden, dass die drei Zahlen /, «u, v po- 
sitive Werthe haben und dass zunächst keine derselben einer ganzen Zahl 
gleich sei. 

Der dem Punkte x = 0 entsprechende Eckpunkt I der Begrenzung von 
S ist ein zweien Kreislinien, etwa Ä, und X, gemeinsamer Punkt. Der Winkel 
von S im Punkte Z beträgt An. 

Die beiden Kreisflächen (2) und (3) haben ein Kreisbogenzweieck 
(2,3) gemeinsam. Bezeichnet #7 den Winkel desselben, so ist A’ eine po- 
sitive Zahl. welche kleiner als 1 ist, und zwar ist entweder 


1' == 4(mod. 2), oder 2—4' == 4 (mod. 2). 


Es ist also wegen dieser beiden Eigenschaften die Zahl 4 eindeutig 
bestimmt, es ist nämlich 4’ der absolute Betrag des modulo 2 absolut kleinsten 
Restes von 4. 

Ebenso sind « und v’ als die absoluten Beträge der modulo 2 absolut 
kleinsien Reste von « und v bestimmi. 

Eine Kreislinie X, schneidet die Ebene, in welcher sie liegt, in zwei 
Theile, das /nnere und das Aeussere der Kreislinie Ä,. 

Durch zwei Kreislinien A, und A,. welche einander in zwei von 
einander verschiedenen Punkten schneiden, wird die Ebene in vier Kreis- 


bogenzweiecke getheilt, welche zwei gemeinschaftlichke Ecken haben. 


Tritt zu den beiden Kreisen X, und A, eine dritte Kreislinie X, hinzu. 
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welche die Kreise A, und A, schneidet und durch keinen der beiden Durch- 
schnittspunkte von K, und A, hindurchgeht, so sind zwei Fälle zu unter- 
scheiden. 

Es liegen nämlich entweder 1) die beiden Durchschnittspunkte von 
K, und X, auf derselben Seite von K,, d. h. beide im Innern oder beide im 
Aeussern von K,, oder 2) die beiden Durchschnitispunkte von K, und A 
liegen aul verschiedenen Seiten von K,, d. h. von den beiden Schnittpunkten 
liegt der eine innerhalb. der andere ausserhalb A... 

Für diese Eintheilung ist es gleichgültig. in welcher Reihenfolge die 
drei Kreise mit K,. X. K, bezeichnet werden. Im ersten Falle »iebt es eine 
die drei Kreise orthogonal schneidende Kreislinie, an deren Stelle auch eine 
Gerade treten kann; im zweiten Falle giebt es keinen Orthogonalkreis. 

Im ersten Falle wird die Ebene durch die drei Kreislinien zerschnitten 
in drei Kreisbogenzweiecke, zwei Kreisbogendreiecke und drei Kreisbogen- 
vierecke; im zweiten Falle dagegen wird die Ebene in acht Kreisbogen- 
dreiecke getheilt, deren Winkel sämmtlich kleiner als = sind. 

Man kann jedoch auch im ersten Falle ebenso wie im zweiten acht 
verschiedene Kreisbogendreiecke unterscheiden, deren Winkel sämmtlich kleiner 
als zz sind. Wird nämlich zu einem der erwähnten Kreisbogendreiecke eins 
der drei anstossenden Kreisbogenvierecke hinzugefügt, so entsteht ein neues 
Kreisbogendreieck, und solcher giebt es sechs; mit Hinzurechnung der zwei 
bereits erwähnten Kreisbogendreiecke giebt es hiernach auch für den ersten 
Fall im Ganzen acht von einander verschiedene Kreisborendreiecke. Diese 
acht Kreisbogendreiecke entsprechen einander sowohl in dem ersten als 
in dem zweiten Falle durch die Gleichheit ihrer Winkel — aboesehen von 
deren verschiedener Aufeinanderfolee in Bezue auf das Innere des Kreis- 
bogendreiecks — zu zweien, so dass dieselben im Ganzen eier Paare bilden. 
deren Winkel, wenn #7, «a, vn die Winkel irgend eines der acht Drei- 
ecke bezeichnen, bei Weglassung des Faclors ı durch folgendes Schema 


dargestellt werden: 


u u v, 

u I-u" 1-—r,, 
1 —ı"” u 1—-r", 
1-1" 1-u” v", 


Je zwei demselben Paare angehörende Dreiecke sind entweder völlig 


Journal für Mathematik Bd. LXXV. Heft 4. 10 








314 Schwarz, zur Theorie der hypergeometrischen Reihe. 


getrennt, so dass ihre Flächen auch nicht einen Punkt gemein haben, oder 
sie haben eins der drei Kreisbogenvierecke des ersten Falles gemeinsam. 

Wie nun auch hinsichtlich der Gebiete (1), (2). (3) über das Innere 
oder Aeussere von K,, K,, K, verfügt werden möge, unter den acht durch 
diese drei Kreise bestimmten Dreiecken giebt es, wenn #, «, v’ die oben 
angegebene Bedeutung haben, steis zwei (und im Allgemeinen nur zwei) 
demselben Paare angehörende Dreiecke mit den Winkeln An, un, vr; oder 
mit anderen Worten: 

Die Kreise, welchen die Seiten des Kreisbogendreiecks S mit den Winkeln 
Ja, un, vr angehören, bestimmen in derselben Ebene auch ein Kreisbogen- 
dreieck S’ mit den Winkeln #'n, wa, v'n. 

Die zu behandelnde Aufgabe wird nun durch den Umstand einiger- 
massen vereinfacht, dass die Zahlen 4, «, v durch die absoluten Beträge ihrer 
modulo 2 absolut kleinsten Reste A, «', v’ ersetzt werden können, ohne dass 
der Allgemeinheit der Untersuchung dadurch Abbruch geschieht. 

Ausser dem erwähnten Paare von Kreisbogendreiecken sind durch 
dieselben Kreise noch drei andere Paare von Kreisbogendreiecken bestimmt. 
Die Verhältnisse der Winkel dieser vier Dreieckspaare zur Zahl sind dar- 
estelit durch das Schema 


u 
> 


] ! ’ 


h. u y 

h 1—w 1-—v 
1 — 4 w 1—v' 
1-4 1-—-w v'. 


Der weiteren Vereinfachung wegen ist es nun nützlich. aus diesen 
vier durch dieselben drei Kreislinien gleichzeitig bestimmten Paaren ein 
Paar und zwar dasjenige herauszugreifen, für welches die Summe der Winkel 
ein Minimum ist. Ein diesem Paare angehörendes Kreisbogendreieck möge 
mit S’ und die Winkel desselben mögen beziehlich mit An, «Ta, vn be- 
zeichnet werden. 

In dem ersten der oben erwähnten Fälle giebt es stets ein und nur 
ein solches Paar, für welches die Summe der Winkel kleiner als x ist, 
nämlich das Paar der zuerst erwähnten beiden Kreisbogendreiecke, von 


denen das eine ganz innerhalb, das andere ganz ausserhalb des Orthogonal- 


kreises liegt. 
In dem zweiten Falle ist für jedes der vier Paare die Summe der 
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Winkel grösser als 7, und, wenn nicht A=u=r—|!, so ist mindestens für 


eins der vier Paare die Summe der Winkel kleiner als $x. 

Als Grenzfall ist der Fall zu behandeln, in welchem unter den Drei- 
ecken eins sich findet, in welchem die Summe der Winkel gleich = ist. da 
dieser Fall nur dann eintreten kann. wenn der Kreis X, durch einen der 
beiden Schniltpunkte von X, und A, hindurchgeht. 

Das Kreisbogendreieck 5”, für welches die Summe der Winkel ein 
Minimum ist, möge das dem Kreisbogendreieck S zugeordnete redueirte Kreis- 
bogendreieck genannt werden. Für gewisse Betrachtungen genügt es, das 
Kreisbogendreieck S durch das zugeordnete redueirte Kreisbogendreieck 5” 
zu ersetzen. 

Die Construction eines Kreisbogendreiecks LMN mit zwei geradlinigen 
Seiten ZM und ZN, dessen Winkel beziehlich Ar, um, vrr sind. zeigt Taf. 1. 
Fig. 2 für den Fall, dass <1, «<1, v<1; A+u+r<Z3. Die Bogen 
AB, BC, CD des Kreises mit dem Mittelpunkte O entsprechen beziehlich den 
CGentriwinkeln un, in, vr. Die Bogen AM und DN sind Quadranten. die 
Seiten ML und NL sind beziehlich parallel den Radien OB und OC. (In 
der Figur ist bei den Winkelbezeichnungen überall der Factor ı weggelassen.) 

Wenn A+u+r=1 ist, so tritt an die Stelle des Kreisbogendreiecks 
ein Dreieck mit drei geradlinigen Seiten und den Winkeln Ar, un, vı. 

Damit von den beiden oben erwähnten Fällen 1) und 2) der zweite 
eintrete, ist, wie eine nähere Untersuchung zeigt, nothwendig und hinreichend, 


dass gleichzeitig die folgenden vier Bedingungen erfüllt sind: 


,+u+rv 1. 
—i+u+rv<h‘. 
lA—-u+t3 E 
A+u—r<l. 


Wenn diese Bedingungen erfüllt sind, und nur unter dieser Voraussetzung 
giebt es einen Kreis mit dem Mittelpunkte / und dem Radius YyOM DE. 
welcher von jeder Seite des Kreisbogendreiecks AMN in diametral gegen- 
überliegenden Punkten geschnitten wird. In diesem Falle ist es daher mög- 
lich. durch Transformation miltelst reeiproker Radien die Ebene des Kkreis- 
bogendreiecks auf eine Kugelfläche conform so zu übertragen, dass dem 


Kreisbogendreieck LMN ein von drei Bogen grösster Kreise gebildetes 


sphärisches Dreieck entspricht. 


40) * 
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« 


Das Kkreisbogendreieck S entspricht der auf der posiliven Seite der 
reellen Axe der Ebene x liegenden Halbebene E. Es kann nun die conforme 
Abbildung über jede der drei Strecken der reellen Axe —x-:0, 0:1. 
1.4 hinaus analytisch fortgesetzt und damit das Gebiet des Argumenls 
der Function s auf die auf der negativen Seite der reellen Axe liegende 
lalbebene E, ausgedehnt werden. 

Für jede dieser analytischen Fortsetlzungen gill nun, weil dem gerad- 
linigen Theile der Begrenzung von E eine hreislinige Begrenzung von S ent- 
spricht, ein sehr einfaches Geselz. 

Bei der Fortsetzung der Abbildung über eine der drei Strecken der 
reellen Axe hinaus entspricht nämlich der Halbebene E, ebenso wie der Halb- 
ebene E ein Kreisbogendreieck. welches mit 5 eine Seile gemein hal, und 
welches mit S, bezeichnet werden möge. Werden nun die Punkte der beiden 
Halbebenen E und E, durch Symmetrie in Bezug auf die reelle Axe einander 
zugeordnet, so geht aus dieser Zuordnung ein punklweises Entsprechen der 
Gebiete S und S, hervor, und zwar ist dieses Entsprechen dasjenige, welches 
unter dem Namen der Jlöbiusschen Kreisverwandtschaft oder der Transfor- 
mation durch‘ reeiproke Radien bekannt ist. Der Kreis, welchem die den Ge- 
bieten S und S, gemeinsame Seite angehört, ist die Direcetrix dieser Verwandt- 
schaft. (Vergl. Monatsberichte der Berl. Ak. 1870 p. 774.) 

Nach dem erwähnten Geselze, welches wohl „Gesetz der Symmelrie 
in Bezug auf eine Kreislinie* genannt werden darf, kann also das Gebiet S 
über jede seiner drei Seiten hinaus analytisch fortgesetzt und jedes der drei 
so entstehenden Gebiete S, kann eine „symmetrische Wiederholung“ des Ge- 
bieies S genannt werden. 

Offenbar gelten nun dieselben Betrachtungen hinsichtlich der analylischen 
Foriseizung nach dem Symmelriegeselze auch für die symmetrischen Wieder- 
holungen, da diese ebenfalls von Kreisbogen oder geraden Strecken begrenz! 
sind. Es entsteht hieraus in der Idee zunächst eine unendliche Anzahl von 
(sebieien S und S,. unendlich viele conforme Abbildungen der Halbebenen 
f: und E,. welche sämmtlich durch die analytische Function s und deren 
analylische Fortselzungen vermittelt werden. 

In allen den Fällen. in welchen die Function s eine algebraische 
Function von x ist, wird die Anzahl der aul die angegebene Weise eni- 


stehenden von einander verschiedenen Gebiete S und S, eine endliche sein. 


Da sich dieser Satz in der Weise umkehren lässt, dass, wenn 
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die Anzahl der von einander verschiedenen aus der symmetrischen Wieder- 
holung des Bereiches S entstehenden Bereiche eine endliche ist. die Funelion 
s eine algebraische Function ihres Argumentes x ist. so wird hierdurch die 
Untersuchung der ursprünglich der Functionentheorie angehörenden Frage auf 
eine geomelrische Aufgabe zurückgeführt, nämlich: 

Alle Kreisbogendreieche zu finden, welche bei ihrer Vervielfältigung 
nach dem Symmetriegeselze nur zu einer endlichen Anzahl von der Lage und 
der Gestalt nach verschiedenen Kreisbogendreiecken Anlass geben. 

Die Betrachtung der Kreise. welchen die Seiten des Kreisboren- 
dreiecks S und der symmetrischen Wiederholungen desselben angehören, zeig! 
nun. dass dieselben Kreislinien,. welche bei der Bildung der symmetrischen 
Wiederholungen des Kreisbovendreiecks 5 auftreten, auch für das zuee- 
ordnete redueirte Kreisbogendreieck 5° und für dessen symmetrische Wieder- 
holungen sich ergeben. Also ist es, wenn keine der drei Zahlen 7, uw, 
eine ganze Zahl ist, eestallet,. für den vorliegenden Zweck die Untersuchung 
auf die Betrachtung des zugeordneten redueirten Kreisbogendreiecks zu be- 
schränken. 

Die Möglichkeit einer derartigen Zurückführung hängt mit dem Lehr- 
salze zusammen, dass zwischen je drei hypergeomelrischen Reihen, deren 
erste drei Elemenle sich nur um ganze Zahlen unterscheiden. eine identische 
Relation besteht. vermöge deren es im Allgemeinen möglich ist, jede einzelne 
der drei hypergeometrischen Reihen durch die beiden anderen mit rationalen 


Funetionen von x als Coelffieienten auszudrücken. 


F 

Wenn die Winkelsumme des in Art. IV. erklärten redueirten Kreisbogen- 
dreiecks 5’ kleiner als -ı ist. so tritt von den beiden erwähnten Fällen der erste 
ein. und es giebt daher eine reelle Kreislinie, welche die drei Kreise, denen 
die Seiten von S°” angehören. orthogonal schneidet. Es möge angenommen 
werden, dass dieser Kreis nicht durch eine gerade Linie verlreten werde. 
welcher Fall durch eine geeignete vorhergehende Abbildung miltelst reciproker 
Radien vermieden werden kann. Es liegt dann, wie bereits erwähnt wurde. 
das eine der beiden redueirten Kreisbogendreiecke innerhalb, das andere 
ausserhalb des Orthogonalkreises. 

Werden nun die symmetrischen Wiederholungen des innerhalb des 


Örthogonalkreises liegenden Gebietes 5” gebildet, so ergiebt sich, dass die- 
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selben ebenfalls ganz innerhalb des Orthogonalkreises liegen, ferner, dass die 
Kreise, denen die Begrenzungen der symmetrischen Wiederholungen angehören. 
sämmtlich den Orthogonalkreis rechtwinklig schneiden, endlich, dass die Ecken 
der symmetrischen Wiederholungen von S” der Peripherie des Orthogonalkreises 
beliebig nahe kommen, dieselbe aber nicht wirklich erreichen können. Taf. II. 
zeigt eine für die Annahme A" —=!, «"—=!,.rv"—=! entworfene Figur. 

Bei einer endlichen Anzahl von auf einander folgenden symmetrischen 
Wiederholungen haben die Ecken von der Peripherie stets einen endlichen 
Abstand und niemals ist die Wiederholung abgeschlossen. 

Es ist daher in diesem Falle die Grösse s stets eine unendlich viel- 
deulige, also transcendente Function von x. Dagegen kann der Fall eintreten, 
dass umgekehrt x eine eindeutige Function von s ist: dies findet statl, wenn 
l | 


zr v) u? Ti 


„ıf Z 


=), u=w', v=v" ist und gleichzeitig drei ganze Zahlen 


> 
sind. Es tritt jedoch hierbei der bemerkenswerthe Umstand ein, dass das Gebiet 
der Variablen s auf das Innere eines Kreises beschränkt ist, und dass die 
Peripherie dieses Kreises für jenes Gebiet eine natürliche Grenze bildet, über 
welche hinaus eine analytische Fortsetzung des zwischen Function und Ar- 
gument bestehenden Abhängigkeitsverhältnisses in dem gewöhnlichen Sinne 
unmöglich ist. 

Im Jahre 1863 hat Herr Weierstrass in seinen Vorlesungen über die 
Theorie der analytischen Functionen auf die Möglichkeit eines solchen Um- 
standes aufmerksam gemacht. Aus derselben Zeit rührt auch das Beispiel 
'2h 
I” 





1424 +2’ +2gd +-- 


her, bei welchem der Bereich von g ebenfalls auf das Innere eines Kreises 
beschränkt ist; ein Beispiel, dessen Kenntniss ich Herrn Kronecker verdanke. 

Die Kenntniss eines Beispieles, in welchem für den Bereich des Integrales 
einer algebraischen Differentialgleichung bei unbeschränkter Variabilität des Argu- 
mentes eine natürliche Grenze existirt, und welches ebenfalls aus der Theorie 
der elliptischen Funetionen genommen ist, verdanke ich einer mündlichen Mit- 
theilung des Herrn Weierstrass aus dem Jahre 1567: dieses Beispiel hängt 
mit dem sogleich zu betrachtenden Grenzfalle 4=0. u 0, vr =0 nahe 
zusammen. 


‘s kann noch bemerkt werden, dass in dem vorlierenden Falle die 


Lage der natürlichen Grenze ausser von den Zahlen 4”, «”, vr” auch noch 
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von den Werthen abhängt, welche den in dem Ausgangselement vorkommenden 
Integrationsconstanten beigelegt werden. 

Die erste gedruckte Mittheilung über das Auftreten natürlicher Grenzen 
findet man, soviel mir bekannt ist, in einer Abhandlung des Herrn Weierstrass, 
Monatsber. d. Berl. Ak. 1866 p. 617. Einige sachbezügliche Beispiele enthält die 
Programmabhandlung des Herrn Hankel: „Ueber die unendlich oft oscillirenden 
en 1870. 

An das Vorhergehende kann die Betrachtung der beiden Grenzfälle 


und unstetigen Functionen.“ Tübin 


g 
K+u"+r"—=0 und A’+u”+r" — 1 angeschlossen werden. 

In dem ersten Falle ist das Kreisbogendreieck $” ein Kreisbogendreieck 
mit drei Spitzen. 

Setzt man mit Jacobi 


K= E de ad x K' fe 5 dE ü 
J TazBmd-r®) sen 


wo k#+k"=1. so ergiebt sich für = 0, u=0, v—=0 

a K—-b'’K' 

aK +bK' 
als Function von 2=4‘. Für reelle Werthe von k und 4 haben die er- 
klärten Grössen K und K’ eine bestimmte Bedeutung; für complexe mögen 
sie durch simultane analytische Fortsetzungen erklärt werden. (Vergl. Jacobi 
Fundamenta pag. 74; dieses Journal Bd. 3, pag. 194.) 

Auch in diesem Falle ist der Bereich der Variablen s ein be- 

srenzter. während die Grösse A eine unbeschränkt veränderliche Grösse ist. 
Hierbei ergeben sich umgekehrt k’ und 4° sowie alle Potenzen dieser Grössen 


als eindeutige Funclionen von s, sobald a. b, «a, b' gegeben sind. 


c 


In dem zweiten Grenzfalle #’+u"+r"—=1 kann das Kreisbogen- 
dreieck S” durch ein geradliniges Dreieck mit den Winkeln #7. un, v"n 
erselzt werden. und zwar kann man sich in diesem Falle denken, dass der Radius 
des Orthogonalkreises unendlich gross geworden ist. Hierbei soll vorausgesetzt 
‚„ @', v' keine den Werth Null habe. 


Die symmetrischen Wiederholungen eines geradlinigen Dreiecks sind 


werden. dass von den drei Zahlen 4" 


wieder geradlinige Dreiecke. und zwar ist die Anzahl der von einander ver- 
schiedenen symmetrischen Wiederholungen, die aus einem solchen Dreieck 
gebildet werden können, unbegrenzt. Es ist also auch in diesem Grenzlalle 


s eine unendlich vieldeutige Function von «. 
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Diejenigen in diesem Grenzfalle enthaltenen speciellen Fälle verdienen 
besondere Erwähnung, in denen x eine eindeutige Function von s ist. Damit 
| | ! 


ir? PRTE „ 


dies eintrele, ist es nothwendig und hinreichend, dass 
[2 v 


sanze Zahlen 
. u: . Z " '‘ı 
seien und das A=4, u=u", vr =rv" oeselzi werde Es ist nun entweder 


1 » „ N 


4 =u =v =}, oder eine der Zahlen A”, u”, v’, etwa 4”, ist grösser als 4. 


Da 


eine ganze Zahl sein soll, so kann diese ganze Zahl nur gleich 2 


Yi 
sein; es folgt also A’=!; „"-+v"=4; nun ist entweder W"=r"—|} 
und damit ist ein zweiter Fall A’=4, «"=}, v’— } aufgefunden, oder 
° . . r f 2 | . 
es ist eine der beiden Zahlen, etwa u”, grösser als }. Da — eine 


[A 


» j 


oanze Zahl sein soll, so ergiebt sich « und vr — 4. 

In den drei angeführten Fällen, in welchen das betrachtete geradlinige 
Dreieck ein gleichseitiges beziehungsweise ein rechtwinklig gleichschenkliges 
ist, oder die Winkel 30", 60°, 90° besitzt, ist x eine einwerthige elliptische 
Function der durch einen in der Ebene der geradlinigen Dreiecke liegenden 
Punkt geometrisch repräsenlirten complexen Grösse s. 

Man, würde irren, wenn man glauben wollte, dieses seien die einzigen 
Fälle der conformen Abbildung einer Halbebene x) auf die Fläche eines 
ebenen geradlinigen Dreiecks (s), in denen die unter der Voraussetzung 
A-H-u--v—= 1 bestehende Abhängigkeit zwischen x und s in der Weise unbe- 
schränkt umkehrbar sei, dass zu jedem Werth von s nur eine endliche Anzahl 
von Werthen von x gehöre. Wird die Aufgabe so gefasst, so muss zu den 
bereits angeführten Fällen noch einer hinzugefügt werden, nämlich der Fall 
"= 3, W"=4,v"=4; denn in diesem Falle ist x eine zweiwerthige elliptische 
Function eines durch eine bilineare Gleichung von s abhängenden Argumentes 


», welches durch das Integral 


ausgedrückt wird. 

Hiermit sind alle Fälle erschöpft. in denen die conforme Ab- 
bildung der Fläche eines geradlinigen Dreiecks auf die Fläche einer Halb- 
ebene durch eine analytische Function vermittelt wird, bei welcher jedem 


Werthe des unbeschränkt veränderlichen Arguments nur eine endliche Anzahl 


von Werthen der Function entsprechen. (S. dieses Journal Bd. 70 pag. 118.) 
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v1. 

Anders geslaltet sich die Untersuchung für den zweiten der in Art. IV. 
betrachteten Fälle, in welchem die Winkelsumme des zugeordneten reducirlen 
Kreisbogendreiecks 5” grösser als = ist. 

Es eiebt dann keine die drei Kreise X,. K;. NK. orthooonal schneidende 
Kreislinie; dagegen giebt es einen Kreis, welcher von den eenannlen drei 
Kreisen in diametral gegenüberliegenden Punkten geschnitten wird und dessen 
Mittelpunkt das Potenzeentrum der drei Kreise ist. Denkt man sich nun eine 
Kugel construirt, für welche dieser Kreis ein grösster Kreis ist. und projieirt 
man von einem der beiden Pole desselben die beiden Kreisbogendreiecke $ 
und S” auf die Kugellläche, so entsteht auf der Kugeloberfläche eine conforme 
Abbildung dieser Kreisbogendreiecke, und zwar entsprechen den Begrenzungs- 
linien derselben Bogen grösster Kugelkreise. Es ist nun nützlich. statt des 
ebenen Kreisbogendreiecks S” das demselben entsprechende sphärische Dreieck 
mit den Winkeln 47, «Tr, vn zu betrachten. welches mit S* bezeichnet werden 
möge. Für dieses Dreieck sind die symmetrischen Wiederholungen auch in 
dem gewöhnlichen engeren Sinne symmetrische oder eongruente Figuren. indem 
jedesmal die Ebenen der begrenzenden Seiten die Symmetrie-Ebenen sind. 

Es ist also die Aufgabe auf die folgende zurückgeführt: 

Alle.sphärischen Dreiecke zu finden, deren symmetrische und congruente 
Wiederholungen auf der Kugeloberfläche nur zu einer endlichen Anzahl von 
der Lage nach verschiedenen sphärischen Dreiecken Anlass geben. 

Wenn das sphärische Dreieck S* nur zu einer endlichen Anzahl von 
der Lage nach verschiedenen symmetrischen und congruenten Wiederholungen 
führt. so ist die Function s, durch welche die conforme Abbildung einer 
Halbebene E auf dieses sphärische Dreieck S* vermittelt wird, stets eine 
algebraische Funelion. Denn die beiden /tiemannschen Flächen, welche das 
Gebiet des Argumenles x und das Gebiet der Funclion s bei unbeschränkter 
Veränderlichkeit beider Variablen geometrisch darstellen, sind in diesem Falle 
geschlossene Flächen mit einer endlichen Anzahl von Blättern. Hieraus er- 
giebt sich aber (vergl. Art. 20 der Inauguraldisserlation Atiemanns), dass unter 
der ange»vebenen Vorausselzung die beiden Variablen z und s durch eine 
algebraische Gleichung mil einander verbunden sind. 

Dieselbe Schlussweise. welche im Vorhergehenden angedeutel ist, is! 
| 


leinsten 


i 
* 


auch in der F#tiemannschen Abhandlune „Ueber die Fläche vom 


Inhalt bei gegebener Begrenzung” (Abhandlungen der Köniel. Gesellschaft der 


Journal für Mathema ik Bd. LÄXV. Heft 8 il 
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Wissenschaften zu Göttingen, Band 13.) im Eingange des Art. 13 erwähnt. 
Es heisst dort: „Die Minimalfläche ist bestimmt, sobald man eine der Grössen 
u, 2, A, Y, Z durch eine der übrigen ausgedrückt hat. Dies gelingt in vielen 


Fällen. Besondere Beachtung verdienen darunter diejenigen, in welchen 
. eine algebraische Function von 7 ist. Dazu ist nöthig und hinreichend, 
dass die Abbildung auf der Kugel und ihre symmelrischen und congruenten 
Forlsetzungen eine geschlossene Fläche bilden, welche die ganze Kugel ein- 
fach oder mehrfach bedeckt.“ 

Diese Stelle und der Inhalt des Art. 18 derselben Abhandlung stehen 
auch in Beziehung zu dem Inhalte einer kleinen Notiz des Verfassers 
(Monatsberichte der Berliner Akademie, 1865, pag. 149), in welcher unter 
anderem erwähnt ist, dass mit der conformen Abbildung der Gesammtober- 
flächen der regelmässigen Polyeder auf die Kugel eine Anzahl von Minimal- 
flächen zusammenhängen, auf denen unendlich viele Gerade liegen. 

Ucberhaupt kann für jeden der von F#tiemann in Betracht gezogenen 





lu ‘ ah 2 ; e 
— eine algebraische Function von n ist, 


ger . . x ö { 
Fälle. in welchem die Funelion — 
dlogn 


ein Zusammenbang mit einem der regelmässigen Polyeder, zu denen im vorliegen- 


ai 


den Falle auch die regelmässigen Doppelpyramiden zu rechnen sind, nachge- 


o 
wiesen werden, insofern als ein sphärisches Vieleck nebst seinen symmetrischen 
und congruenten Wiederholungen auf der Kugelfläche nur dann eine geschlossene 
Riemannsche Fläche zu bilden im Stande ist, wenn die Ebenen, in denen die Seiten 
dieses Vieleckes liegen, Symmetrie-Ebenen eines regelmässigen Polyeders sind. 

Die Aufgabe, auf welche die Untersuchung hier geführt hat, ist bereits 
in einem Aulsatze Steiners: „Einfache Beweise der isoperimetrischen Haupt- 
sätze” dieses Journal Bd. 18 pag. 295 angegeben, aber nur theilweise gelöst. 
Die vollständige Lösung findel man in einer Anmerkung zu einer andern Abhand- 


lune 


.. 


desselben Geometers, dieses Journal Bd. 24 pag. 247, an welcher Stelle 
indess die Beziehung zu den regelmässigen Polyedern nicht erwähnt wird. 
Ausser den Steinerschen Abhandlungen ist noch eine Abhandlung des 
llerrn ©. Jordan, „Kecherches sur les polvedres.“ dieses Journal Bd. 66 zu nennen. 
Durch geometrische Betrachtungen von übrigens sehr einfacher Natur, 
auf welche hier nicht näher einzugehen ist. wird die Einsicht gewonnen, 
dass ein sphärisches Dreieck nur dann zu einer endlichen Anzahl von ein- 


ander verschiedener symmetrischer oder congruenter Wiederholungen führt, 


wenn die drei Ebenen, in denen die Seiten des Dreiecks liegen, drei Svm- 
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melrie-Ebenen eines regulären Polyeders sind. Ausgenommen ist jedoch hierbei 
der Fall, in welchem zwei Winkel des sphärischen Dreiecks rechte Winkel 
sind. Dann ist die nolhwendige und hinreichende Bedingung dafür. dass das 
sphärische Dreieck nur eine endliche Anzahl symmetrischer Wiederholungen 
darbiete, dass der dritte Winkel mit 7 commensurabel 

Wenn man nun von diesem Falle. welcher einer reselmässiven Doppel- 
pyramide entspricht, absieht. und sich die Aufgabe stellt, alle übrigen mög- 
lichen Fälle aufzufinden, so hat man nur nöthig, die Durchschnilte der Svm- 
melrie-Ebenen der regulären Körper mit einer concentrischen Kugellläche 
zu betrachten und alle hierbei auftretenden sphärischen Dreiecke aufzusuchen 

Nach dem Vorhergehenden kann man sich damit beenüsen. nur lie 
von einander verschiedenen reducirten Kreisbogendreiecke S” zu betrachten, 


welche sich hierbei ergeben. 


Dann erhält man für die Zahlen 4”, «”, v»" folgende Tabelle, welche 
so geordnet ist. dass 4’ — u" —rv" ist und dass innerhalb jeder Gruppe die 


! 


Winkelsumme (A’-+ «+ v")n für den je folgenden Fall grösser oder mindestens 


ebenso gross wie für den vorhergehenden ist. 
Tabelle 


enthaltend, abgesehen vom gemeinsamen Factor 7, die Bogenzahlen der Winkel und 
den Flächeninhalt der redueirten sphärischen Dreiecke, welche auf einer Kugelober- 
äche vom Radius 1 durch die Symmetrieebenen einer eoncentrischen regelmässigen 
ne oder eines concentrischen regelmässigen Polyeders bestimmt werden. 








\ Inhalt 
No. ar u'' v'' nn Polveder 
7 
L. ı ı y y hegelmässige Doppelpyramide 
! 
11. 2 ı € ä A er tr | . 
III. 2 JA etraeüc] 
IV I 1 1 i RB 
. 2 3 N 12 arfol 
iirta n Oktardar 
Vv 2 \ ı—2B Würfel und ktaedeı 
v1. 2 R 30 ( 
v1. 5 3 A is 2C 
VIM. } ! ı | 2-20 
IX. E 1 } 3 
X. 3 : x ° 40 
. . ä s = ki Dodekaeder und Ikosaeder 
Al. e 5 5 n bi 
x. A ı GC 
AI. - l ! 6C 
XIV. | . r 2 a ic 
XV, | x F , ı IOC 


Bi” 
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Es ergiebt sich hiernach die Regel: 

Man denke sich die drei Zahlen /, «, v, welche als rational voraus- 
geselzt werden. und von denen keine eine ganze Zahl sein soll, auf die 
kleinste Benennung gebracht und schliesse dann wie folgt. 

1. Sind zwei von den drei auftretenden Nennern gleich 2. so ist s 
eine algebraische Function von x. (No. ]J. der Tabelle.) 

2. Ist einer der drei Nenner grösser als 5. ohne dass gleichzeitig 
die beiden anderen Nenner gleich 2 sind, so ist s eine franscendente Function 
von X. 

3. Sind alle drei Nenner kleiner als 6. so bilde man die absoluten 
Beträge #, «, v' der modulo 2 absolut kleinsten Reste von 4, «u, v und 
wähle von den 4 Systemen 


wu ! ! 


/. u V 
4 ii er 
\, u 17, 


1—4 1—w y' 


dasjenige System von drei Zahlen aus, welches die möglichst kleine Summe 
ergiebt. Die drei Zahlen dieses Systems denke man sich der Grösse nach mit 


nn A 


/ 


‚„ «', v" bezeichnet, so dass 4’ — «’ —v”; dann sind drei Fälle zu unter- 
scheiden: 

a. Ist die Summe 47+u”-+r" kleiner als 1 oder gleich 1. so ist s 
eine franscendente Funclion von x. 

bh. Ist die Summe grösser als 1. während jedoch das System 4”, u”, 
v" mit keinem der 15 Werthsysteme der angegebenen Tabelle übereinstimmt. 
so Ist s eine franscendente Function von ı. 
c. Stimmt aber das System 4, «”, v” mit einem der 15 Werth- 


systeme der Tabelle überein. so ist s eine algebraische Function von 2. — 


| a Si. v 
In dem Falle =}, «=! erhält man « a Peg Su}, 
PER l» 
AR 3 
Fo, ({ gi r . 2 - c — y [ | | | T u | 2 | I ] 


Vergl. die Formeln IH. und IV. der Gaussischen Tabelle (Werke Bd. II.. 
pag. 127). Ein zweites Integral der Ditlerentialgleichung ist 
ıFla,a+4,3,x2 (1+ya2"’—(1—-ye)’)]. 


2y 
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Hieraus ergiebt sich. dass die Grösse s eine rationale Function ersten 
‚ ’ yi- PET Mn . | I Vz 
(Grades ist von \ ) und für den Grenzfall v»—= 0 von !loo En, 
1 "x & I Y.ıx 
Weniser einfach ist der aleebraische Zusammenhang zwischen den 
beiden veränderlichen Grössen s und x für den in der obigen Tabelle mit I. 
bezeichneten Fall. Es erscheint angemessen. für diesen Fall die Schluss- 


ergebnisse mit einiger Ausführlichkeit anzugeben. 


Beispiel. Untersuchung des speeiellen Falles =}. u 4, vr}. 
Es seien &, n, { rechtwinklige Punkteoordinaten. — Man denke sich 


ein reguläres Tetraeder in der Lage. dass zwei Gegenkanten, von denen 


die eine der &- Axe. die andere der n-Axe parallel ist. von der [-Axe 
seschnitten werden. Der Coordinatenanfang möge mit dem Mittelpunkte 


des Tetraeders zusammenfallen. Um denselben denke man sich mit dem 
Radius 1 eine Kugel beschrieben und auf dieselbe vom Mittelpunkte aus 
die Ecken, die Flächen- und Kantenmitien der Tetraederoberlläche pro- 
jieirt. Die Symmetrieebenen des Tetraeders, in welchen jene Punkte liegen. 
zerlegen die Kugeloberfläche in 24 congruente sphärische Dreiecke. deren 
Winkel 60°. 60°, 90° betragen. 

Von dem Punkte &=0. ,=0,. {= 1 aus werde nun die Kugelober- 
fläche auf die Ebene T=0O stereographisch projieirt, und ein Punkt dieser 
Projection, dessen Coordinalen beziehlich S,, 7,, O sind, als der geometrische 
Repräsentant der complexen Grösse S,+n,i=s betrachtet. 

Das Tetraeder möge diejenige der beiden den angegebenen Bedin- 
sungen genügenden Lagen haben, bei welcher die Ecken desselben den 
Wurzeln der Gleichung 1—2 y3s—s’=0 entsprechen; die Mitten der Seiten- 
llächen entsprechen dann den Wurzeln der Gleichung 1-4-2y3s — = 0 und 
die Kantenmitten den Wurzeln der Gleichung s 1-5‘ 0. zu welchen noch 
s—= x hinzukommt. 

Die conforme Abbildung eines der erwähnten 24 sphärischen Dreiecke 
auf eine Halbebene, in der Art. dass bei der Abbildung der ganzen Kugel- 
oberfläche den Ecken des Tetraeders der Punkt 20. den Flächenmilten der 


Punkt 2 = x und den Kantenmitten der Punkt x -1 entspricht, vermittelt 


die Gleichung 
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Die Betrachtung des Werthes x = 1 führt auf die Identität 
1+2 38°)’ — (1-2 38°)’ 12/3 (s(1- s°))”. 


Wenn die Gleichung zwischen x und s in Beziehung auf s aufgelöst 


U 
un) 


so z } 34 «) 1 . . \ 2 re - 
und zur Abkürzung e '' — nn Re —— mil d, e° ) 
‘ ’) ‘ ‘ 


- _ nn 


wird, so ergiebt sich einer der zwölf Werthe von s durch die Formel 


mit & bezeichnet 


Y 
wrr r «) et F} P} * “ 
wo s für z=0 den Werth — [?ZL pesitzt. Hieraus ergeben sich, wenn 
2 
e=4,P=-T1%; y=3 geselzt wird. unter Benutzung der in Art. II. mit- 


getheilten Formeln zunächst folgende beiden particulären Integrale der Diffe- 
rentialgleichung der hypergeomeltrischen Reihe: 





3 


yı= 8V/i-eyr-I"Vi-eyz, = YoVi-eyr+ Vie ye. 


Da jeder von beiden Zweigen in den anderen übergeht, wenn yxz um den 
Punkt ya = einen Umlauf macht, so sind y, und y, zwei verschiedene 
Zweige derselben algebraischen Function y. 

Wenn f x um den Punkt ja einen Umlauf macht, so geht y, in y2 
y, in —y, über. Hieraus folgt, dass y* eine zweiwerlhige Function von 5 
und dass y eine vierundzwanzigwerthige Function von x ist. Wenn nun /z 
um den Punkt #—= 0 zwei Umläufe macht, so gehen nach dem ersten Um- 
laufe die beiden Zweige y,. y, in zwei neue Zweige y,, y, und nach dem 


zweiten Umlaufe abermals in zwei neue Zweige y;. y, über: 





Y = Y Ar i- = 3 + L- Ve, Y; 10} 1I-® yo 3-'y1 -VT, 


„=YoVi-jz -Y1-22, n=VoVi-jr +4 Vi-eya 


Da die Function y einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung ge- 


_ 


nügl, so müssen 95. ... Y, linear und mil constanten Coefliecienten durch y, und 


y, ausdrückbar sein; in der That ergiebt sich 


Y; I (+Hiyty), MS —Niyy 
Y2 « «/ « Y2 
EEE Dre 

Y; .d L* ty 2/5 . Yo . “if Yı N VE . 
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Nun ist 





| 1 i u ei es 
Yı + Y%; N Y: - = N I ? ) i() ? Y, = ) ur () l y 
\« Y2 
2 79 _—d- (4 4 5 5.3- ' 
Oro +5) (13 A” 7 3 | 5 Yay 
Hieraus folet: 
\ N j n) e d- 3 7 j Ri) - 
er ER, 
yo! ai yi 13 2 


Die conforme Abbildung der Kugeloberlläche auf die Oberfläche des reeel- 
mässigen Tetraeders wird vermittell durch das elliptische Integral 
= cf © 
“ vYil-—2y3.2°— ss" 

Für dasselbe hat die Invariante,. welche Herr Weierstrass mil g, bezeichnet, 
den Werth O0. Es findet daher für die Multiplicalion dieses Integrals mit einer 
dritten Einheitswurzel & ein algebraisches Multiplicationstheorem statt. Nun kann 
gefragt werden, in welche Riemannsche Klasse die hier betrachteten algebraischen 
Functionen. beziehungsweise die Gleichungen, durch welche dieselben erklärt 
werden. gehören. 

Die Gleichung zwischen x und s gehört in die erste (rationale) Klasse 
p=0), da x durch s rational ausdrückbar ist. | 

Die Gleichung zwischen x und y, gehört in die zweite Klasse (p = 1 
die Klasse, aus welcher die elliptischen Integrale hervorgehen: denn es ist 


x rational ausdrückbar durch y, und Iy, — y9. 


X 1 Y3.yl+2yiVyı W) . 
Die aus dieser Gleichung hervorgehenden elliptischen Integrale sind also 
insbesondere /emniscatische. 

Hingegen gehört die Gleichung, welche zwischen y, und s besteht, in die 
vierte Riemannsche Klasse (p = 3). so zwar, dass drei von einander linear- 
unabhängige zu dieser Gleichung gehörende Integrale erster Art transformirte 
elliptische Integrale sind. Vergl. einen Aufsatz des Herrn Rötkig, dieses 
Journal Bd. 56, pag. 19%. 


Es erviebt sieh nämlich 


1 S———, p = ‚ Y-y3=iy3. 
2 2 „3 ' 9 ./3o 4 
yı 2y3s s' yi | 2yods u 1 -«yyos $ 


Die drei Inteorale erster Art sind die foleenden: 
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» ds Z ds » sds 
/ a ee / — , / ae - j 
w/ f 3 « } | 2 v3s s' ° } (1 | Y. /3 P gr r 


y(i+2y3s’—s') 








Das. erste und letzte dieser drei Integrale sind transformirte lemniscalische 


Integrale, wie aus folgenden Gleichungen hervorgeht: 


sds 


dy, —1--i ds dy, 


i 


4 ‚2 


er = ( r - 2 = = = ) : 7 
VB vJ vi-+-2y3s—s')’ 'y,— v3 


3 y(i-+-2y3ös’—s’)’ 

Das zweite vermittelt die conforme Abbildung der Kugeloberfläche auf die 
Oberfläche eines regulären Tetraeders: für das erste und letzte Integral gilt 
rjlt bei 


op) 


also bei der Multiplication mit vierten Einheitswurzeln, für das zweite 
der Multiplication mit dritten Einheitswurzeln ein algebraisches Multipli- 
cationstheorem. 

In ähnlicher Weise, nur mit etwas mehr Aufwand von Rechnung. 
würden sich die in der obigen Tabelle mit IV. und VI. bezeichneten Fälle 
behandeln lassen. 

Hier folgen noch die für diese Fälle zwischen x und s bestehenden 
Gleichungen bei einer solchen Verfügung über die disponiblen Constanten, 
welche für das Schlussresultat möglichste Einfachheit bewirkt. Bei dieser 
Gelegenheit mögen hier auch die Formeln einen Platz finden. durch welche 
die conforme Abbildung der Oberfläche der regulären Polyeder auf die Kugel- 
oberfläche vermittelt wird. 

Denkt man sich ein reguläres Oktaeder in der Lage, dass seine Ecken 
auf den Coordinatenaxen liegen, so entsprechen bei der Projection der Ecken 
auf die Kugel und bei der Projection der Kugel auf die Ebene {=0 den 
Ecken des Oktaeders die Wurzeln der Gleichung s(1—-s!)=0 und s=x. 
BER 1 


i 


die Mitten der Seitenllächen den Wurzeln der Gleichung 1--14s*- 
und die Mitten der Kanten den Wurzeln der Gleichung 1—- 33 s'—-3Bs-+s"—= 0. 
Denkt man sich zu dem Oktaeder die Polarfigur, den Würfel. con- 
struirt, so erhält man dieselben Gleichungen, nur verltauschen sich natürlich die 
auf die Ecken und die auf die Mitten der Seitenllächen bezüglichen Gleichungen. 
Die conforme Abbildung der Kugeloberlläche auf die Oberfläche des 


Oktaeders wird vermittelt durch das Integral 


“ Bi. ds 
ys 


I—s') 
Dieses Integral gehört zu denjenigen Integralen algebraischer Functionen. 


welche durch eine algebraische Transformation auf eiliptische Integrale zurück- 
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er zu 


geführt werden können. Die Substitution ist hier folgende: s—- # führt auf 


“dt a 2 
u— cl — „ durch welches Integral die Kreisfläche [f Il auf das 
« y = f’ 
Innere eines regelmässigen Sechseckes in der Ebene x conform abgebildet 
. nr 
wird. Selzt man nun f a — 2r, so ist 
3 f 6 ‘) 3 N dv 
! oT pe E l—/ :Zet, di =  L ——— . 
yo’—+1 
E dı . IC du 
u -—, Rn b=Wwi, = / 
zy&” yı \v | Iy27 yu | 
) | y® 2 
(s’ -—7) = 4w”. 
Ss 


Näheres über die conforme Abbildung der Oberfläche des regulären Oktaeders 
auf die Oberfläche der Kugel enthält die Doctordissertalion des Herrn Amstein, 
welche in der Vierteljahrsschrift der Naturforschenden Gesellschaft in Zürich 
XVl. Jahrgang, 1871, pag. 297 — 341 abgedruckt ist. 

Die conforme Abbildung der Kugel auf die Würfeloberfläche wird 
vermittelt durch das Integral x = Ü. TRRBR... - Auch dieses Integral ist 

“ yi-+14s’-+5° 

durch eine algebraische Transformation auf ein elliplisches und zwar auf ein 
lemniscatisches zurückführbar. 

Die Function 

A-14s'-+ 5° 


4.27 (sl er 


\ 


vermittelt die conforme Abbildung eines sphärischen Dreiecks mit den Winkeln 
st sT sT 
3’ 4° 

des eingeschriebenen Würfels. einer Ecke des eingeschriebenen regulären 


(60', 45", 90°), dessen Ecken beziehungsweise von einer Ecke 


Oktaeders und der Projeclion einer Kantenmilte gebildet werden, auf eine 
Halbebene in der Art, dass jenen Punkten die Punkte O0, x, I entsprechen. 


Bei Berücksichtieune des Werthes x = 1 entsteht die identische Gleichun 


0 
55 


1+ 148’) —4.27(s(1— 8’ )' 1 7 Ben 9 DEN) 
welche zur Lösung der Aufgabe dienen kann: die Gleichung p' Il" —r 


in rationalen Zahlen zu lösen. wenn A eine eanze Zahl bedeutet. 
Denkt man sieh In eine kueel einbeschrieben ein Too Imässioes Iko- 
saeder und ein regeimässiees Dodekaeder. so dass beide Oberllächen in Bezue 


auf eine coneenlrische kueel Polarhouren sind. so entsprechen den Ecken des 


Journal für Mathematik Bd. LXXV. Heft 4 we 
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Ikosaeders und den Flächenmitten des Dodekaeders bei passender Lage der- 
selben gegen das Coordinatensystem ausser dem Werthe s— x die Wurzeln 
der Gleichung y.,/s)=0, wo y.(s) = s(1-11s°—s"”, den Flächenmitten des 
Ikosaeders und den Ecken des Dodekaeders die Wurzeln der Gleichung 
(2,8) = 0. wo Yals) = 14228 85°4+ 4948" — 2288”’+ 5”, den Mitten der Kanten 
beider Oberflächen die Wurzeln der Gleichung 4,,'s) = 0. wo 


Po($) : 1—- 522 #°— 10005 s8'’— 10005 '15228”+5 


Die conforme Abbildung der Oberfläche der Kugel auf die Oberfläche 
eines regelmässigen Ikosaeders wird vermittelt durch das Integral 


fi ds fr ds 
U = ET VER —_ -"— BU 


ys1—11s’—s vY,.(5) 
welches durch eine passende ER Substitution in ein elliptisches In- 
tegral erster Art transformirt werden kann. 
Die conforme Abbildung der Oberfläche der Kugel auf die Oberfläche 
eines regelmässigen Dodekaeders wird bewirkt durch das Integral 


: d $ 
Br - — 


y f; N) ($) 


wobei zu bemerken ist, dass dieses Integral nicht wie die bisher betrachteten 











. 
« 


ein transformirtes elliptisches ist. 
[Das Integral 
ds 








v$.6) 
vermittelt die conforme Abbildung der Kugeloberfläche auf die Oberfläche 
eines halbregulären Polveders, welche von zwölf regelmässigen Fünfecken 
und zwanzig gleichseitigen Dreiecken gebildet wird. | 

Die conforme Abbildung der Fläche eines sphärischen Dreiecks mit 
den Winkeln >; = = auf eine Halbebene x, in der Art, dass den Ecken 
desselben beziehlich die Werthe 2 =0, = x, © = 1 entsprechen, wird her- 

beigeführt durch die Function 
KZNON 
48,3° [4,.(s)]’ 


Unter Berücksichtigung des Werthes z = 1 ergiebt sich hieraus die Identität 





a  , 


[yu(s)P— 4°. 3°. [pı: Tr IT. 
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vH. 

Bei den bisherigen Untersuchungen wurde der Fall ausgeschlossen, 
dass von den drei Zahlen 4, u, v eine oder zwei ganzzahlig sind. Dieser 
Fall ist jetzt zu erörtern. 

Wenn die Zahl 4 den Werth Null hat, so ist das Integral der Dilfe- 
renlialgleichung %\s, 2) =F(r) eine transcendente Function von x, weil das 
früher gefundene particuläre Integral 5 in diesem Falle stets ein nicht ver- 
schwindendes logarithmisches Glied enthält. (Siehe die Gleichune (L*.) in 
Art. IM.). ö 

Wenn nun eine der drei Zahlen, etwa 4, einer ganzen Zahl m gleich 
ist. so ist nothwendig,. damit das Inleeral s in der Umeebunge des zurehö- 
renden singulären Werthes «==0 den Charakter einer algebraischen Funclion 
besitze, dass der Coelficient D,, jenes logarithmischen Gliedes den Werth Null 
habe, dass also der Werth r=0 für die Differentialeleichung nach der Be- 
zeichnungsweise des Herrn Weierstrass ein ausserwesentlich singulärer 
Werth sei. 

Im Art. II. ist die Bedingung für das Verschwinden jenes Coelfficienten 
allgemein zurückgeführt auf das Verschwinden einer gewissen Determinante 
\a,,), welche in Beziehung auf die in ihr vorkommenden Coefficienten a eine 
ganze ganzzahlige Function des mt*" Grades ist; es kommt indess nur der 
Coefficient a, wirklich in so hoher Polenz vor und zwar hat «” den Factor 
1; auch ist dieses Glied das einzige in a,,| enthaltene Glied der mtr Di- 
mension. 

Es ist nun im Speciellen die Bedingung a,, =0 für den Fall der 
hypergeometrischen Reihe zu untersuchen. 


Zufolge der in Art. III. eingeführten Bezeichnung ist 


7 1 


Y I— m’ I— v’-u’— m I—v’).x 
d, —(A i 2 d “ri 1: nn L \ op — N P > ® BEREFR r - 
Ta To j Ir: =. 241— x  z(di— x) 
Hieraus folet 
Ad ı 1—-r + wW—m)+ in (1—rv‘ 


Also ist 2”. ja,,| eine ganze ganzzahlige Function Imt*" Grades von 


leich 1. 


(«v} 
_ 


« und » und zwar ist der Coefficient von «'” in derselben 
Man kann nun zeigen, dass diese Funclion in 2m von einander ver- 
schiedene ganzzahlig aus « uud » gebildete Linearfactoren, welche die Gestalt 


t / ! 
utrt(m—m 


12 * 












332 Schwarz, zur Theorie der hypergeometrischen Reihe. 


haben, zerlegbar ist. wo m’ alle ungraden ganzen positiven Zahlen zu durch- 
laufen hat, welche nicht grösser als m sind. Da die Anzahl der von ein- 
ander verschiedenen Ausdrücke dieser Form, wenn alle möglichen Zeichen- 
combinationen und alle möglichen Werthe von m’ berücksichtigt werden, 
genau gleich 2m ist, so ist nur nölhig nachzuweisen. dass das allgemeine 
Integral der Differentialgleichung der hypergeomelrischen Reihe in der Um- 
gebung des Werthes x = 0 jedesmal unverzweigt ist, sobald zwischen «u und 
» eine solche Beziehung stattfindet, dass irgend einer der 2m soeben er- 
klärten linearen Ausdrücke den Werth Null hat. Hieraus folgt dann, dass 


jeder der 2m Ausdrücke ein Factor von 2”. |a,,| sein muss, dass also 


2". \a.n| —= MNutr+(m-—m')]. 
Für den Zweck der vorliegenden Untersuchung kann, wenn « und v Variable 
bedeuten. unbeschadet der Allgemeinheit —u statt « und —rv slall v ge- 
schrieben werden, da in der Differentialgleichung #(s,x) =F(x) doch nur 


«u und v" vorkommen. Es möge daher gesetzt werden u = vr — (m—m!). 

Es bezeichne m’ eine ganze positive Zahl, welche kleiner als Im 
ist, Null nicht ausgeschlossen. so kann man setzen m’ = 2m”’+1. also 
u=rv—m+?Rm'+1. 


Nun ergeben sich, wenn 








—A+u—r+1 . —A—u—v-+1 1; ö 
Ei - 9 nee WE a 3 ; zar- h „=m, 
also 
a=—-(m—-m"—-1), P=—(mM’+r), =—-(m-1) 


vesetzt wird. folgende linear unabhängigen Integrale der Differentialgleichung 
der hypergeometrischen Reihe 

I. F(o, P,y, © — F(-/m—1—m"), -m"—rv, —(m—1). x). 
13. 2 Fle—y+1, P—y+1, 37, &) = x" F\m’ +1, m—m"—v, 1+m, x). 

Von diesen beiden Integralen stellt das erste eine ganze Function von x vom 
Grade m —m”—1 dar. und auch das zweite besitzt in der Umgebung des 
Verthes 2-0 den Charakter einer eanzen Function. Daher ist der Werth 
x —( für die Differentialeleichung der hypergeomeltrischen Reihe sowohl als 
für die Differentialeleichung Fis, x) =F(r) ein ausserwesentlich singulärer: 


folelich ist ur -+(m—m') ein Factor von 2”. \a,,. 
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« Li « 


Ebenso müssen auch alle andern in der Form u +r+(m-— m’) ent- 


haltenen Ausdrücke Factoren von 2”. 'a,,| sein. Hieraus ergiebt sich 


2”.la.,| = ITfutv+(m— m’ 


Ks sind demnach mit der Bedingung des Verschwindens eines der 2m 
Linearfactoren alle Möglichkeiten erschöpft, in denen der Werth 20 ein 
ausserwesenllich singulärer Punkt der Dilferentialgleichung ist. 

Um daher zu untersuchen. ob der Punkt 2 =0 für die Differential- 


sleichung (A.) ein wesentlich oder ausserwesentlich singulärer Punkt ist. bilde 


man die Grössen A=1-—y, u=0e-—, v=y—ce-— 3 und bezeichne die abso- 
luten Beträge von 4, u+r, u—r mit [A], [u +r]. [u—r], so ist nothwendig 


und hinreichend. damit 2 = O ein ausserwesentlich singulärer Punkt ist. dass 
I. 4 eine von Null verschiedene ganze Zahl sei. und dass 
2. eine der beiden Differenzen [4])—[u+r] und [A] —[u—rv] eine ganze 
positive ungrade Zahl sei. 
Es entsteht nun die Frage: Wenn © = 0 ein ausserwesenllich singulärer 
Punkt der Diilerenüalgleichung ist. wie fortan vorausgesetzt werden soll. 
welche Bedingung muss hinzutreten,. damit das allgemeine Integral der Diffe- 
rentialgleichung eine algebraische Function von x sei? 
Wenn die Zahl » nicht eine ganze Zahl bezeichnet. so sind die beiden 


Integrale F(e, 9.y. x) und 


7] A-a)Fly-a, y-ß,y-e-ß+1,1-z) 


von einander linear unabhängig: das letztere Integral ist gleich 
1-2’ F-m",—- m+m’+1-+r,1+v,1—r 


die hier auftretende hypergeometrische Reihe F stellt eine ganze Function von 
1-— x vom Grade m” dar, und es besitzt daher die Differentialgleichung (A. 
zwei particuläre Integrale, deren logarithmische Ableitungen rationale Func- 
tionen von x sind: der Fall. dass » einer negativen ganzen Zahl gleich 
sei. ist jedoch hier auszuschliessen. 

Da im Vorhergsehenden die Vertauschung von v mil v oestallel 
wurde, so ist überhaupt der Fall. in welchem » einer ganzen Zahl gleich 
ist, besonders zu behandeln. 

Wenn v eine rationale (nicht ganze) Zahl bedeulel, so ist demnach 


ausser dem Integrale Fie,/%,y, x) noch ein zweiles parliculäres Integral 


'7.. welches von dem ersten linear unabhängig ist. eine algebraische Func- 
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tion von x, vorausgeseizt, dass der Punkt 2=0 ein ausserwesentlich sin- 
sulärer ist. | 

Es möge nun hier eine zwei specielle Fälle betreffende Bemerkung 
Platz finden, bei denen die durch die Function s vermittelte conforme Ab- 
bildung einiges Interesse darbietet: 

Bezeichnet » eine positive Zahl, welche kleiner als 1 ist. und wird 
,=m=2, u=1—v, a=0, P=rv—-1, y=-—1 gesetzt, so ergiebt sich 
s— (1—r.r)(1l— x)”. Diese Function vermittelt die conforme Abbildung 
der auf der positiven Seite der reellen Axe liegenden Halbebene x auf ein 
(rebiet, dessen Begrenzung von zwei Geraden gebildet wird. Taf. I. Fig. 3% 

Durch Abbildung mittelst receiproker Radien kann dieses Gebiet auf das 
Innere eines Kreises zurückgeführt werden, wobei die Fläche dieses Kreises 
längs eines Kreisbogens, der mit der Peripherie den Winkel » bildet, bis 
zu einem inneren Punkte der Kreisfläche aufgeschnitten erscheint. Taf. I. Fig. 3. 

Der zweite Fall wird aus dem vorigen erhalten, wenn v mit — v ver- 
tauscht wird. Taf. I. Fig. 4% und 4», 

Es bleibt jetzt noch der Fall zu untersuchen, in welchem ausser 4 
auch » einer ganzen Zahl gleichgesetzt wird, wo dann nach dem Vorher- 
gehenden auch « einer ganzen Zahl gleich ist. Damit bei dieser Voraussetzung 
das allgemeine Integral der Differentialgleichung der hypergeometrischen Reihe 
eine algebraische Function von x sei, ist nothwendig, dass der Punkt 2=1 
für dasselbe kein Verzweigungspunkt sei; wenn diese Bedingung erfüllt ist, 
so ist auch der Punkt 2 = x für das allgemeine Integral kein Verzwei- 
gungspunkt. 

Es genügt anzunehmen, dass die drei ganzen Zahlen 4, u, v positiv 
seien, da in die Gleichung 7(s, x) =F(r) nur die Quadrate derselben eingehen 

Als Bedingung dafür, dass der Punkt z = 0 ein ausserwesentlich sin- 
eulärer Punkt sei, war gefunden: 


Es muss entweder 
.— u—r oder 4—[u-—r). 


wo [#—r]| den absoluten Betrag von ı--r bezeichnet, eine positive ungrade 
Zahl sein. Hieraus folgt, dass zunächst nur zwei Fälle zulässig sind: enl- 
weder ist von den drei ganzen Zahlen 4, «, v eine ungrade, während die 
beiden andern grade sind, oder es sind alle drei ungrade. 


Damit der Punkt r = 1 kein Verzweigungspunkt sei, ist nolhwendig. 
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dass entweder 
v—u—ıh oder v—-[i—u 
eine positive ungrade Zahl sei. 

Diese beiden Forderungen sind nur dann mit einander vereinbar. wenn 
gleichzeitig A—- [u—r| und v—[A— u] positiv sind. Hieraus folgt 

,+v>u; A+u>v; u+rv 1. 

Es müssen also die drei Grössen 4, u, v dieselbe Eigenschaft haben 
wie die Masszahlen der drei Seiten eines geradlinigen Dreiecks: die Summe 
je zweier muss grösser sein als die dritle. 

Daher sind die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür. 


dass das Integral der Differentialgleichung 


2a’ 2a er 2z(1— x 
eine rationale Funclion von .r sei. die folgenden: 
1. Die drei Zahlen 4, «, v müssen von Null verschiedene reelle ganze 
Zahlen sein. 
2. Die Summe derselben muss eine ungrade Zahl sein. 
3. Die Summe der absoluten Beträge je zweier der drei Zahlen muss 


‚rösser sein als der absolute Betrag der jedesmaligen dritten. 


je! 


Sind diese Bedingungen erfüllt, so ist auch das allgemeine Integral 
der Differentialgleichung (A.) eine rationale Funclion von x, und zwar slimmen 


die hier sich ergebenden Fälle vollkommen mit denjenigen überein, welche 


in Art. I. unter 1° und 3° sowie unter 2° und 4° betrachtet sind. 


Zürich. 1872. 














Ueber die Bewegung emer Pendelkugel ın der Luft. 


(Von Herrn Oskar Emil Meyer in Breslau.) 


In 73. Bande dieses Journals ist eine Abhandlung von mir erschienen. 
in welcher ich die Bewegungen untersucht habe, die eine Pendelkugel unter 
dem Einflusse der inneren Reibung des umgebenden Mediums ausführt. Bei 
der Rechnung habe ich dieses Medium als incompressibel vorausgesetzt. 
wodurch streng genommen die erhaltenen Formeln nur auf die wenigen Beob- 
achtungen anwendbar bleiben, welche Bessel mit einer in Wasser schwingenden 
Kugel angestellt hat“). Dieselben Formeln genügen freilich nicht minder 
vollständig und genau den Messungen, welche mit in der Luft schwingenden 
Pendeln ausgeführt worden sind. Da aber die Herleitung der Formeln für 
diese viel wichligeren Versuche nicht gilt, und die Berechtigung, sie anzu- 
wenden, deshalb zweifelhaft blieb, so hielt ich es für der Mühe werlh, den 
Gegenstand wieder aufzunehmen und dieselbe Aufgabe für ein in der Luft 
schwingendes Pendel zu behandeln. Die Rechnung hat ergeben, dass die frü- 
heren Formeln zwar nicht in aller Strenge für Schwingungen in der Luft 
gelten, dass sie aber doch ganz unbedenklich angewandt werden dürfen, da 
in ihnen nur unmerklich kleine Grössen fortgelassen sind. 

Bei der folgenden Mittheilung dieser Rechnung darf ich, da sie der 
[rüher für incompressible Medien entwickelten Theorie sehr ähnlich verläuft, 
mich kürzer fassen und kann alle überflüssige Vollständigkeit in der Auflösung 
der Gleichungen vermeiden. 

Die neue Theorie beruht auf denselben Voraussetzungen wie die frü- 
here: namentlich habe ich die Bedingung beibehalten. dass die Schwingungen 
des Pendels und demnach auch die Bewegungen der umgebenden Luft als 


unendlich klein angesehen werden dürfen. 
s 


Die Differentialgleichungen für die Bewegung der Luft unter dem Ein- 


=) Numerisch berechnet in meiner experimentellen Arbeit, Poggendorffs Annalen, 
Band 142, Seite 487 u. 488. 
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flusse ihrer inneren Reibung sind zwar nicht von allen Autoren *) völlig 
übereinstimmend, aber doch von ihnen allen in derselben Form aufeestellt 
worden. Sie lauten 


r du ur; da, a ‚ds dv Y 
Ei — nn 9 = 

vu td ' A! da)! dad de Ss 

1 led nfdn de, de ed gy 

ee \Y dt is  dy a 3 dydt ee 


lv (dw w d’e s ) 
„tw _ n (e ie. | d “ m | oo Lr d’s dy 107 
“U (de dy da’) dz dt dz . 


In denselben bedeuten «, e, w die Componenten der Geschwindigkeit eines 
Lufitheilchens, welches sich zur Zeit # an der durch die Coordinalen x, y, 2 
bestimmten Stelle befindet. An derselben Stelle steht zu derselben Zeit die Luft 
unter dem Drucke p, und sie hat die Dichtigkeit 0; s ist die durch die Gleichung 
ds du , dv , dw 
dt de 'dy "ds 
definirte Grösse, also die räumliche Dilatation, welche mit o durch die Formel 


Be = o(1—s 


verbunden ist, in der d die Dichtigkeit der ruhenden Luft ist. Ferner sind 
X, Y, Z die auf die Luft wirkenden äusseren Kräfte; in unserem Falle kommt 
nur die Schwerkraft in Betracht, es ist also 
A=V, Y’=VO. =—g, 

wenn die Richtung der 3-Coordinate vertical nach oben angenommen wird, 
und g die beschleunigende Kraft der Schwere bedeultel. Endlich sind 7 und 
7 zwei constante Coefflicienten; von dem ersteren, welcher der Reibungs- 
coeflicient heisst, ist durch die Erfahrung festgestellt, dass er vom Drucke 
der Luft unabhängig ist; über den anderen, »/, liegen bis jetzt noch keine 
Beobachtungen vor, und die verschiedenen aufgestellten Theorien legen ihm 


verschiedene Werthe bei.””) 


sN\ 
Sa‘ 


*) Poisson, journal de l’&eole polyt. eah. 20, tome 15, 1851, Seite 139. Stoles. 
Cambridge philos. transact. Bd. Ss, 1549, S. 287. — Stefan, Wiener Sitzungsber. Bd. 
Abth. 2, 1862, 8. 8. Barre de St. Venant, Compt. rend. Bd. 17, 1843, >. 124 
Dieselbe Form der Gleichungen liefern auch die Untersuchungen von Narier (Mein. 
de l’Aead. de Paris, Bd. 6, 1325) und Cauchy (Exere. de math. Bd. 5, 1528, S. 153 


obwohl dieselben keine Gültigkeit für gastörmige Medien beanspruchen. 


Stokes nimmt den Werth „' Iy an, den er auch aus Poissons Theorie her- 
leitet. Stefan setzt 7’ = n. Den letzteren Werth nimmt auch Cauchy für teste Medien 
an. Aus Nawiers Abhandlung könnte man 97’ = ?2n herleiten. 


ı 


Die Entscheidung dieser Controverse ist übrigens eine ganz gleichgültige Sache, 


r ‚ER ur .ı | vr \r . 44 
Journal für Mathematik Bd. LAÄXV. Heit 4. 1.3 
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In diese Gleichungen führe ich die erwähnte Voraussetzung ein, dass 
u, cv, w so kleine Grössen seien, dass ihre Quadrate vernachlässigt werden 
dürfen. Dann habe ich dasselbe von s anzunehmen. Ferner darf ich in allen 
Gliedern, welche «, ©, ®w enthalten, o constant gleich Ö setzen. 

Wenn ich ebenso in den Gliedern, welche die äusseren Kräfte X, 
Y, Z enthalten, og = 0 setze, so lasse ich damit eine zweite Vernachlässigung 
eintreten, die ebenso wenig Bedenken erregen wird. Ich lasse nämlich die- 
jenigen Bewegungen ausser Acht, welche in Folge des ungleichen specifischen 
Gewichts der verschieden dichten Luftschichten entstehen, und berücksichtige 
nur die durch die Schwingungen der Pendelkugel hervorgerufenen, welche 
ihre letzte Ursache in der Ungleichheit des specifischen Gewichts der Pendel- 
kugel und der Luft haben. Diese Annäherung gewährt den Vortheil, dass 
man den Druck p durch die Hülfsgrösse 


6 ds 
2.)  p = p+Jdys—n — 
di 

ersetzen kann. 

Ueber die Lage des Coordinatensystems setze ich dann fest, dass der 
Anfangspunkt mit der Ruhelage des Mittelpunkts der schwingenden Kugel 
und die Richtung der r-Axe mit der Richtung ihrer Bewegung, welche als 
unendlich kleine Bewegung als geradlinig anzusehen ist, zusammenfalle. 


Transformire ich ferner, wie früher durch die Formeln 


y= @co0Sy, 3 = @siny, 





© — gcospy—@osiny, w= gsnp-+W@ocosy 


auf ein System von Cylindercoordinaten, in welchem ich alle Grössen als 
vom Winkel 9 unabhängig ansehen darf, so trennt sich die Winkelgeschwin- 
digkeit o von den beiden anderen Geschwindigkeiten x und q. Zur Be- 
stimmung dieser beiden Grössen, auf die es hauptsächlich ankommt, ergeben 
sich die Gleichungen 








I. du (d’u d du N) = 
N j a ar an (® de An 
: | ‚de \d’q d / d(ag) \) E 
ee ( Gunde PAU ‚ ARE A 
k dt i (de? ' do o do ) da’ 


da sich das fragliche Glied nicht von p trennt; es ist also nichts weiter als eine 
dureh die Reibung hervorgebrachte Correetion des Druckes, und man thäte wohl am 
besten, es mit diesem, wie schon Poisson und St. Venant gethan, einfach zu vereinigen 
und demgemäss aus den Gleichungen ganz fortzulassen. 
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welche mit den beiden ersten Gleichungen (4.) der früheren Abhandlung 
übereinslimmen; neben diesen gilt aber nicht mehr die dritte Gleichung, son- 


im 


dern es ist statt derselben 


di de ada 
Zu diesen Gleichungen, welche zur Bestimmung von a, q, p und s 
nicht ausreichen, tritt als vierte noch die empirische Relation zwischen dem 
Drucke p und der Dichtigekeit o der Luft hinzu; es ist also 


p = fie) 
und hieraus durch Differentiation unter Rücksicht darauf, dass s als unendlich 
klein betrachtet wird, 
dp = f (o)de = —f (Ö)dds = —z’dds, 

wo z eine Constante ist, welche bis auf eine von der Reibungsconslante »7 
abhängige Correction gleich der Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Schalles ist. 

Um nun die Variablen trennen zu können, benutze ich Substlitutionen. 
welche den von Herrn Helmholtz in seiner Abhandlung über die Wirbelbe- 
wegungen *) gemachten nachgebildet sind, nämlich 


do 1 dw 


u = — + — 

\ de ' a da’ 

(4.) / 

Er do I dw 
7 Reine nu | PB 


do rar) dx 


Dadurch wird 


ls U’ l la 
as q (77) N (® ao \ u 


"u de’ da do / 
und 
en l ie 
O.J K.« 3 ii A) (62) 
‚ dt 


Die Function » bestimmt demnach Bewegungen der Luft, welche mit Druck- 
und Dichtigkeitsänderungen verbunden sind. nicht aber mit Wirbeln im Helm- 
holtzschen Sinne. Denn es ist die Grösse, welche die Rotalionsgeschwindig- 
keit des Wirbels bestimmt. 


/ du dq N :. wre E 
- - - -— +0 —— | | IXWw 
\da dx / a2’ da mo da/ 


von o& unabhängig. Andererseits lehrt die Function ıv die Wirbelbewegungen 


der Luft kennen, welche ohne Verdichtung oder Verdünnung stalllinden. 


*=) Dieses Jourmal Bd. 55, 8. 38. 
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Für diese beiden Functionen ® und w erhält man aus den Glei- 


chungen (3.) einfache Differentialgleichungen. Es ist, wenn zur Abkürzung 
= y' 0 gesetzt wird. und unter Benutzung der soeben eingeführten Operations- 
zeichen 


d’o ‚dyo, %, 
= rY —-+zVuw, 
ge \ar ou Zu 
(6.) 
dıy Ay 
— © 2 ut 
di d 


Vergleichen wir dies Resultat mit den entsprechenden Verhältnissen bei der 
(rüheren Aufgabe, so erkennen wir, dass y mit der früher durch w, bezeichneten 
Funetion identisch ist, dass aber jetzt w, fortgefallen und durch die neue 
Function & ersetzt ist. 

Sind die beiden Gleichungen (6.) integrirt,. so erhält man die Ge- 
schwindigkeiten # und q unmittelbar aus (4.). und ferner den Druck p und 
die Function p aus der Gleichung (5.) oder aus den Gleichungen (3.) durch 
die Formel 

re.) p=p +0(7 w- = 
RR ir Er di /, 


wo p, den constanten Werth im Zustande der Ruhe bedeutet. 


2 
Die Integration der Gleichungen (6.) lässt sich mit Hülf& der Kugel- 
[unctionen bewerkstelligen. Durch Transformation auf sphärische Coordinaten 
nach den Formeln 


A rcos,, rsin I 


wird 
d’(rw) _ | d EN 
u ir > — u 5 er ae” Ki fi vg 3 ( sın F a “ 
r dr’ r’siny di dı$ /° 
Bi dw sind d dw N 
Av = — + -_ .__—_[(.—__ ) 
dr ° r’ dä \sin®d#/ 


Demnach folgt aus der ersten Gleichung (6.). dass ® sich durch 
die Reihe 
ww = ,Ä,+ 2, Ä, - 52. X, ; a 


darstellen lässt. in welcher X, die der Gleichung 


n 


Ex AX.N 
dd 


0 sin.) -1)N,sin 9 


18 ,/T n\n 
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genügende Kugelfunction ist, während der Coefficient (2, die Gleichune 


n9* Ar 
ı 
wi 1 


d’2, ERREE )( d’(r 8, ih ) N 
dt’ Zr” 


\rdr' r" 
erfüllt, deren abweichende Schreibweise leicht verständlich sein wird. 


Durch eine ähnliche Reihe lässt sich w darstellen: 


v— %0+87,9 +90, 


[falls 7, der Gleichung 
I dWD, PD, n(n--1) 


Y dt dr r ' 


genügt und ©, der Gleichung 


d |  ...% GRPUPEIEFEE . ° 
0 A I 
d# “sınd dd sınd 
welche letztere erkennen lässt, dass 


dAX, 


N 
O9, =n(n-+1 / A,sin9$d$: sin I — 
L dd 


ist. Diese einfache Beziehung zu den Kugelfunctionen. welche für das jetzige 
Problem von Wichtigkeit ist, trat in der früheren Abhandlung. in der sie 
ohne wesentliche Bedeutung zu sein schien, nicht klar hervor. Die dort 
durch ©, und Z, bezeichneten Functionen sind aber bis auf einen constanten 
Factor mit den obigen identisch; und zwar ist für ungerade Werthe von » 


die früher eingeführte Function 


ET n—IN)(n-+2 n —I)(n--2)(n —3)(n--4 } 
£ 2 2a )- i 7 l / » 2 ( Ei a * 3 “ + » gr ... 
GI sin’: ‚| _ 9 -c0s’4- 1937 cos’ 

darstellbar durch das Integral 
2.4...(n-+1 Wu 4 
en / A,sin I di 
9: ER (N w | « 


9, = (1 


Im speciellen Falle » —=1 ist, wie oben. 


dX, 


9—2/ X, sindd9 - —sin9- 
dd 


Für gerade n benutzte ich früher die damals durch Z, bezeichnete Function: 
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R 5 (n-—-2)\(n--3) u 
Z, = cos$sin I 11 ( ‚(Nn-- 9) co 91 er, 





2.3 Da & 
welche derselben Differentialgleichung genügt; diese Function lässt sich ähn- 
lich durch 





r f \ln_1 2.4 fi 
A L 1)?" ir m = Mi X,„sin#d9 
Pa» Zr I 
2.4...(n—?2) dX 
= Ey in 
ur 1. 3...(n- N) Sin dd 


darstellen; Z, ist, wie die letzte Formel zeigt, gleich Null. 

Nach diesen Beziehungen kommt sowohl die Entwickelung von w als 
auch die von w auf eine Kugelfunctionenreihe hinaus; ihre Convergenz ist 
also keinem Zweifel unterworfen. 


Weiter erhält man, ähnlich wie früher, 
Be BE >; y . r ' u% 11,24 
A N D) (P, \ r, 4) Ä (f " | ) Ö, (r, i)) e" ! 2 


worin wiederum P, und ©, bedeuten: 


2 k 
P, (r, 1) nerre y" f e’ s (4? g? \n )"ds, 


—/ 
aD 
Die; == f e”’(s—A)"ds; 
2 


ganz ähnlich ist 


2, = NE(P,(r, wW)+(9-1)0, (7, W)e”, - 
worin 
u(2+yv) = v 
zu setzen ist. 
Durch diese Formeln sind w und »® der Form nach. also bis auf die 
Constanten bestimmt. Man erhält aus ihnen die Geschwindigkeiten nach den 
Formeln 


ke: | dv \ I do I dw 9 
u + cos4- (- ae sin: 
dr  r Een d$ ) r d$ rsin® dr ’ 
do | l dv \ . /’i do 1 dp \ 
q: ( a ru z )sin®-+(- "Damme ur )eos 9. 
\dr rsınd die / \rdd rsn® dr 
ni 


Diese Funelionen haben Grenzbedingungen sowohl für die Oberfläche 


der Pendelkugel. r=a, als auch an der kugellörmig gedachten Umhüllung 
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des Luftraums, für r—=b, zu erfüllen. Nach neueren Versuchen *) darf ich 
annehmen, dass an beiden Flächen die Luft fest haftet, ohne zu oleiten. 


Dann ist also, wenn U die Geschwindigkeit der Pendelkugel bedeutet, 


füirr=a ua —= Ü = 
r—=b x — 0 q -() 
zu machen, und zwar für jeden Werth von 9 und f; oder in etwas anderer Form 
füorr=a für r=b 
y dw l day do | dıy 

Ucos$ = — 4 —— —.. = - 1 — Ze 

dr r’sin®# dı dr r'snda do 

’ 1 dıny 1 dw { dıy I dw 

U sind = —— —- —-—, 0 = —— — zn 

rsind dr r d#’ rsın®a dr r dd 


In den beiden oberen Formeln ist die Grösse rechter Hand eine 
unmittelbar nach Kugelfunctionen, in den unteren dagegen eine nach Derivirten 
von Kugelfunctionen fortschreitende Reihe. Demnach erhalte ich für » — 1 





r-@ r=dD 
d.2 Da d.2 2 
IE WE R 0 ku, ME | v7 
L dr ' a F ru " ei 
u d en IWW 
auU = 2, + ——, 0= 2, +—: 
dı dı 


dagegen für jedes andere » und sowohl für r=a, als auch für r=b 


) (n- ars 
BEN en u. 
a ur Zu Tr 


Diesen Bedingungen können die angegebenen Werthe der Functionen 
nur dann für jeden Werth von £ genügen, wenn in beiden Reihen Glied für 
Glied gleiche Exponenten erhält, also 
und 


EL i. 46 421 . 20.3 
RIETT RW, m, 


gemacht wird. Zugleich ergiebt sich, dass U die Form haben müsse: 
\ 
U= De". 
Zwischen den Constanten einer jeden particularen Auflösung bleiben 
dann noch je vier Relationen zu erfüllen übrig. welche für »=1%8,&, f 


und g9 durch D bestimmen. letztere aber und den Parameter 4 unbestimm! 


*) Ueber die innere Reibung der Luft. 4" u. 5" Abhdle. Pogg. Ann. Bd. 148. 18%72 


% i« 
















244 Meyer, über die Bewegung einer Pendelkugel in der Luft. 


lassen. Für andere Werthe von » aber bestimmen diese vier Gleichungen 
, und drei von den vier Grössen B, \, f, 9. 

Diese Rechnung weiter zu verfolgen, wäre verlorene Mühe. Des- 
gleichen wäre es überllüssig, hier zu wiederholen, wie für „= 1 D und für 
andere » die vierte der Constanten B, G, f. 9 aus dem gegebenen Anfangs- 
zustande des Systems zur Zeit £=0 ihre Bestimmung erhält. Für die Theorie 
des Experimentes ist einzig und allein die Bestimmung des Parameters 4 für 
»—=1 von Bedeutung, weil durch diese auch die Schwingungsdauer und das 
Decrement der Amplituden des Pendels gefunden wird. 


4. 
Zu dem Ende bleibt noch die Gleichung zu bilden, welche das Be- 
wegungsgesetz der Pendelkugel enthält. 
Die von der Luft auf die Kugel ausgeübten Druckkräfte sind aus den 
Fundamentalformeln der Theorie *) 





i du RL ds , £ & dıo\ 
pm) Yet) 
dv Ä U dw . du 
ee Beer), 
y L ) dy U 1 / di ’ x X l dx dz 
Z.=p9—% dw 7. y" Br ds ER Ydu doN\ 

dz u 


-9 NE IR . 

\dy de?‘ 
zu berechnen. Auf ganz demselben Wege wie früher habe ich für die hori- 
zontale Componente den Werth 


d 


In dA ) - 
dt. 


/ dYsn$'w-+awcos4. 


worin r=c«a zu selzen ist, erhalten und die verlicale Componente, wie früher. 

oleich dem Gewichte der von der Kugel verdrängten Luft gefunden: 
inda’g .e Mg. 

Hieraus folet, dass die Entfernung 5 der Kugel aus ihrer Gleichgewichtslage 

der Dilferentialgleichung 


/ / ’7z 

> ‘J ‘ \ 8 { { 

(0 7 - m — S Inaod / dFsın dd |u AU COS 
dt / dt, 


Poisson, Stokes, St. Venant, Stefan in deu oben angeführten Abhandlungen. 
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genügt, in welcher M die Masse der Kugel, ferner 
m M—M' 


und endlich / die Länge des Pendels ist. 
Bei der Integration verschwinden alle Glieder der Kugelfunctionen- 
Reihen mit Ausnahme der mit dem Stellenzeichen » = 1 versehenen. So 

wird die Differentialgleichung 
d’ gg. 2 d 


- + m —E- — —(2 
de? ' E* e 


Str 


0 — M 


/) r, -+- m () 


u ay 


und setzt man in dieselbe die Werthe von 7, und £2,. sowie den aus der 
Gleichung 

de { u 

——=U: De 

dit N 
folgenden Werth von S ein, so verwandelt sie sich in eine zur Bestimmung 


der Werthe des Parameters 4 dienende Gleichung. 


- 


). 


Die Herleitung und Auflösung dieser Gleichung hat nur in dem be- 


sonderen Falle b = x, also unter der Voraussetzung, dass das Pendel in einem 
unbegrenzten oder wenigstens hinreichend weiten Raume schwinge, praklischen 
Werth. Ich habe mich daher auf diesen Fall beschränkt und für denselben 


die Gleichung 


(1,431 I\ Annah'y' (ae! ” ae” — Pi 
0 = mM (4 Fr 2 u # + 22 /mtoub A 21 bo — 2 / ei / 
l ch (We ef? — DET’ )(e _— e”* u (ae 5 e* e 


und zur Abkürzung 


- 
-— 


e=d+Y3la+la, © -3ua-+ua, 


I Bit 


.. 


P=35-Ha+la, P 

gesetzt ist. 
Dieser Gleichung genügen zwar unendlich viele Werthe von 4°, welche 
mit Ausnahme von zweien reelle, negalive Grössen sind. was sich ebenso be- 
weisen lässt. wie ich es früher durchgeführt habe. Von praktischer Wichtigkeit für 


das Experiment sind aber unter diesen nur jene zwei, welche die complexe Form 


hy atbr 


Journal für Mathematik Bd. LXXV. Heft 4. 14 
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haben, wo a und b reell und positiv sind. Für dieselben nehmen, wie sich 
aus den weiterhin milgetheilten Zahlenwerthen ergiebt, die zugehörigen Werthe 
von « die Form —a’Fbi an. Man erhält demnach, wenn man b= x selzt. 
die Formel 


ER uni NVaß' 
GB = m\ky +7 +Annaly SyE, AWETR 


-n 9 "rem & 
welche zur Berechnung von Pendelbeobachtungen in der Luft an die Stelle 
der früher für incompressible Medien berechneten *) 


= m(Aty' .- 7 )+2n naky a 

tritt. 

Beide Formeln gehen in einander über, wenn 

a 

gesetzt, oder die Fortpllanzungsgeschwindigkeit z des Schalles als unendlich 
gross angesehen wird, wie es ja auch sein muss; denn ein incompressibles 
Medium ist nichts anderes als eines von unendlicher Elastieität. 

Als Annäherung ist es auch für die Luft ganz unzweifelhaft gestattet, 
u gegen 4 zu vernachlässigen oder, was auf dasselbe hinauskommt, 4°y' 
gegen 2. Denn es ist die Fortpflanzungsgeschwindigkeit **) z=333”, während 
nach Maxwells Bestimmung, die nach meinen neueren Messungen vielleicht 
noch etwas zu gross ist, 7° = 0.168 Quadratcentimeter ist. Der Werth von 
) endlich lässt sich daraus beurtheilen, dass die Schwingungszeit des Pendels 


a ST 
2ab 


beträgt, und das logarithmische Decrement 
e = (b’— a’) T 
eine sehr kleine Grösse ist. Demnach ist der Werth von 


Wi; 7 +ni—e 


i Mr ah. 

n e 7 > äosım r 5 SE ve 22 4,2 
und man erkennt, dass jene Vernachlässigung von Ay = 0.168.247" gegen 
=’ = (33300) selbst bei den sorgfältigsten Pendelbeobachtungen gestattet ist. 


*) Frühere Abhandlung, Bd. 73 dieses Journals, Seite 62, Formel (63.) und die 
unmittelbar vorhergehende. 


‘*) ie oben erwähnte Correetion wegen der Reibung der Luft ist verschwindend 
klein. Stokes a. a. 0. Art. 7; Stefan, Wiener Sitzungsber. Bd. 53. 
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Pendelbeobachtunsen, welche in der Luft angestellt worden sind. dürfen 
demnach. wie es bereits in meiner früheren Abhandlung „eschehen ist, ganz 
so berechnet werden, als wären sie in einem incompressiblen Medium ausge- 
führt worden. Der Grund aber ist nicht der, den ich in der Einleitung zu 
jener Abhandlung angeführt habe, dass nämlich keine merklichen Verdichtungen 
und Verdünnungen vor und hinter der Pendelkugel eintreten, wenigstens wenn 
das Pendel langsam genug schwinge; sondern er liegt darin, dass jede vor 
oder hinter dem Pendel entstandene Verdichtung oder Verdünnung sich sofort 
mit der Geschwindigkeit des Schalles von ihm entfernt und dadurch aufhört, 
eine merkliche Rückwirkung auf den Gang des Pendels auszuüben 


Breslau, im September 1872. 
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Zusatz zu der Abhandlung über Siebzehntheilung 
. | 
der Lemniseate 8. 255 dieses Bandes. 


(Von Herrn L. Kiepert in Freiburg i. Br.) 


Aıs meine Arbeit über die Siebzehntheilung der Lemniscate bereits 
gedruckt war, ist mir das Schulprogramm des Conitzer Gymnasiums vom 
Jahre 1846 in die Hände gekommen, in dem eine mir vorher unbekannte 
Abhandlung von Herrn Wichert: „Die Fünf- und Siebzehntheilung der Lem- 
niscate”“ enthalten ist. 

Während ich, der Einfachheit wegen, mich bei der Herleitung der 
Gleichung vierten Grades (13.) oder (13°) von dem Wege, den Abel für 
den allgemeinen Fall vorgeschrieben hat, entfernt habe, befolgt Herr Wichert 
die Abelsche Methode genau und bildet die Gleichung 


p(4- 0 = az 


wobei y) = x gesetzt ist. und Z und X rationale Functionen von .* sind. 
Nach Aufhebung eines Factors vom sechszehnten Grade, den Z und N ge- 
mein haben, giebt der Zähler, gleich Null gesetzt, eine Gleichung, die mit 
Gleichung (13°) meiner Abhandlung identisch ist. 

Die Auflösung dieser Gleichung führt Herr. Wichert so weil, wie bei 
mir in $ 93 geschehen ist, er geht dann aber sofort zur /ogarithmischen Berech- 
nung der Wurzelgrössen über. Dagegen habe ich in $5 noch 


gezeigt, wie 


die Grössen 


/ 2 w ) [ 4 [7 \ ( > 2 \ 
( vo ——-). ... Il ) 
IT -H/ MIR, PNT 4 
alle als Summen der vier mit +1, —1, +-:, oder —: mulliplieirten sechs- 


zehnten Wurzeln %A,. A. A,. Ah, dargestellt werden können. 


Freiburg i. Br.. den 25. Januar 1879. 


——— NE Wer a DER ren 
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